TD1 : Bilans de forces, écoulement de Poiseuille

Florentin Daniel} Mathilde Reyssat

1. Cf 'expression de div u en cylindriques.

2. Les forces qui s’exercent sur 1’élément de volume considéré sont, en projection sur l'axe x :
— la pression sur la face de gauche : 277 p(r, z) dr;
— la pression sur la face de droite : —27r p(r,z + dz)dr;
— la contrainte tangentielle sur la face du haut : 27 (r + dr)dz oy (r + dr) ;
— la contrainte tangentielle sur la face du bas : —27rdx o4 (r).
(on a bien fait attention que o, est la contrainte exercée par le fluide dans lequel pointe e, .
On se place en régime stationnaire, donc ’accélération de I’élément de volume considéré est
nulle. En égalant a 0 la somme des forces que I'on vient d’énumérer, il vient

1
;&(ram(r)) = O0p. (1)
3. En utilisant la définition de la viscosité, il vient immédiatement
n _
;Gr(raru) = 0P (2)

4. On effectue un bilan des forces sur le volume infinitésimal dans la direction radiale. Le champ
de vitesse n’ayant pas de composante radiale, il n’y a pas de contrainte de cisaillement dans
cette direction, il suffit donc de prendre en compte les forces de pression sur les différentes
faces. On obtient

rdfdzp(r,z) — (r + dr)df dz p(r + dr, x) + 2drdx %Qp(r, x) =0, (3)

ou les deux premiers termes proviennent des pressions exercées sur les faces cylindriques en
r et 7 4+ dr et le dernier terme provient des pressions exercées sur les faces radiales en 6 et
+df. On en déduit p(r) — 8, (rp(r)) = 0, donc d,p = 0. On peut alors intégrer 'équation (2.
Comme le membre de gauche ne dépend que de r et le membre de droite que de z, les deux
membres doivent étre égaux a une constante G. Une premiere intégration donne

r A
2n r

Pour assurer la continuité du gradient de vitesse (et donc des contraintes) en r = 0, il faut

prendre la constante d’intégration A nulle. La constante G peut étre reliée au gradient de

pression constant le long du tube : G = —AP/L. On obtient donc

r

oru=—-AP——. 5

5. Une deuxieme intégration, assortie de la condition aux limites en r = R, donne un profil
parabolique pour le champ de vitesse :

AP

= LB =) (©

u(r)
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6. Le débit volumique () est obtenu par intégration du champ de vitesse :

R AP (R* R* RY

Cette formule, connue sous le nom de ‘loi de Poiseuille’; est 'analogue de la loi d’Ohm en
électricité. Ici, la différence de pression AP joue le role de la tension et le débit @ le role
du courant. On appelle la quantité Rj, = 8nL/R* la résistance hydrodynamique : on note
sa dépendance en puissance quatriéme du rayon du tube, conséquence du profil de vitesse
parabolique qui est lui-méme une conséquence de la condition de non glissement sur la paroi.
La situation est tres différente pour le transport des électrons dans un conducteur électrique :
la vitesse moyenne des électrons est la méme dans toute la section du conducteur ; la résistance
du conducteur est simplement inversement proportionnelle & sa section (7R2).

7. La longueur de glissement est la profondeur dans la paroi a laquelle 'extrapolation linéaire
du profil de vitesse s’annule.

8. On a maintenant
AP

u(r) = 4777<R2 — 72 + 2bR). (8)

9. L’effet de la condition de glissement partiel est I’ajout d’une vitesse de glissement ug, constante
a travers le tube, au profil de vitesse parabolique :
bR
=AP—. 9
Us 2nL 9)
On peut comparer cette vitesse de glissement a la vitesse moyenne sans glissement : ug =
Q/mR% On a
%s — 4b/R. (10)
UuQ
L’effet du glissement est significatif quand le rayon du tube devient comparable a la longueur
de glissement (en général de l'ordre de 1 — 100 nm).
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