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Exemples en plasticité et rupture

1 Exemples en plasticité et rupture

• Systèmes à n ddl

• Systèmes continus

• Conlusion
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Modèle rupture simplifié

Modèle rupture simplifié
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Modélisation simplifiée

Modélisation simplifiée
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Cinématique

Cinématique
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Déplacement :

ui = ui(x)ex + wi(x)ey − yθi(x)ex
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Déformation

Déformation

• déformation :

εxx = u′(x) − yθ′

• distorsion

εxy = w′

i − θi = γ

• Rotation des sections droites

κi = θ′i
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Déformation

Aspect cinématique : continuité
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ui = uo + hiθo

wi = wo, θi = θo
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Déformation

Modèle de Bernoulli

γ = 0, θ = w′

N = ESu′, M = EIw”

Déplacement U imposé en x = 0, encastrement aux extrêmités
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Cas de poutres identiques collées

Cas de poutres identiques collées

Déplacement imposé en 0, −l1 ≤ x ≤ l2

Energie

W (l1, l2;U) =
3

2
EIU2(

l1 + l2
l1l2

)3

Dissipation et Discussion du problème d’évolution
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Cas de poutres identiques collées

Dissipation (Puise = RU̇ =
∂W

∂U
U̇ )

Dm = Puise −
d

dt
W = G1l̇1 + G2l̇2 ≥ 0

Taux de restitution d’énergie

Gi = −
∂W

∂li

Critère

Gi − Gc ≤ 0, l̇i ≥ 0, l̇i(Gi − Gc) = 0
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Cas de poutres identiques collées

Loi d’évolution : déterminer l̇i.

Critère

Gi − Gc ≤ 0, l̇i ≥ 0, l̇i(Gi − Gc) = 0

Ainsi, si Gi = Gc alors Ġi ≤ 0 et

l̇iĠi = 0

∀βi ≥ 0, i/Gi = Gc, βi = 0 sinon

∑

i

(l̇i − βi)Ġi ≥ 0
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Cas de poutres identiques collées

−Ġi =
∂2W

∂li∂lj
l̇j +

∂2W

∂li∂U
U̇

alors :

(l̇1 − β1, l̇2 − β2).[ W” .(l̇1, l̇2) + T.U̇ ] ≤ 0

L’unicité dépend de W”(l1, l2;U)
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Cas de poutres identiques collées

W ′′ = 18EIU2
l1 + l2
l5
1
l5
2

l3
2
(l1 + 2l2) (l1l2)

2

(l1l2)
2 l3

1
(2l1 + l2)

Toujours positif pour l1 = l2.

Unicité et stabilité
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Cas de poutres identiques collées

Force imposée

W = −F 2/k, k = (
l1 + l2
l1l2

)3

perte de positivité.

bifurcation.
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Cas de poutres identiques collées

W ( q, λ); Q = −
∂W

∂ q

Loi de normalité

fi = fi(Qi) ≤ 0, µi ≥ 0, µifi = 0

q̇i = µi

∂fi

∂Qi

= µiNi

Loi d’évolution

(µi − βi)
(

∑

j

Ni

∂2W

∂qi∂qj

Nj µj +
∂2W

∂qi∂λ
λ̇
)

≤ 0
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Cas de poutres identiques collées

Qij = Ni

∂2W

∂qi∂qj

.Nj

fi = 0

Condition d’existence (stabilité)

BiQijBj ≥ 0,∀Bi ≥ 0

Condition d’unicité (non-bifurcation)

BiQijBj ≥ 0,∀Bi 6= 0
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Test de gonflement

2 Test de gonflement

• Modélisation

• Le problème aux limites

• Analyse de la solution
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Modélisation

Modélisation
u(x,y)

φn

E(u, S, p) =

∫

S

1

2
K∇u2 − pu dS

Conditions aux limites

u = 0, sur ∂S = Γ

Equilibre
∫

s

K∇u.∇δu − pδu dS = 0
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Modélisation

Dissipation Dm =
∫

S
−pv dS −

d

dt
E

d

dt
E =

∫

S

K∇u.∇v − pv− ṗu dS +

∫

∂S

(
1

2
K∇u2 − pu)φ ds

+ Equilibre + compatiblité (v + φ∇u.n = 0)

Dm =

∫

Γ

G(s)φ(s) ds

G = −(
1

2
K∇u2 − pu) + K∇u.n∇u.n

alors

G =
1

2
K(∇u.n)2 =

1

2
K||∇u||2
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Modélisation

Loi d’évolution

G(s) − Gc ≤ 0, φ ≥ 0, φ(s) (G(s) − Gc) = 0

Même raisonnement ∀β(s) ≥ 0, s/G = Gc

(φ(s) − β(s)) DφG = 0
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Le problème d’évolution

Le problème d’évolution

DφG = K∇u.(∇v + φ∇∇u.n)

Le potentiel des vitesses s’écrit

F(v, φ; ṗ) =

∫

S

1

2
K∇v.∇v−ṗv dS+

∫

Γ

φ2K∇u.∇∇u.n dS

défini sur l’ensemble

K = {v, φ /v + φ∇u = 0 sur Γ}
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Le problème d’évolution

Une solution vérifie

∂F

∂v
.δv +

∂F

∂φ
δφ ≥ 0

défini sur l’ensemble

K∗ = {δv, δφ/δv + δφ∇u.n = 0surS}

δφ = φ − β

φ(s) ≥ 0, si G(s) = Gc,= 0 sinon
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Problème aux limites

Problème aux limites
Equilibre

∫

S

(K∆v + ṗ)δv dS = 0

Continuité

v + φ∇u.n = 0

Loi d’évolution
∫

Γ

(φ − β)DφG(s) ds ≥ 0
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Propriété des solutions.

Propriété des solutions.
Géométrie initiale un cercle:

Solution fondamentale

u = −p/4K(r2 − R2)

pR < 2σc
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Propriété des solutions.

Conservation du cercle impossible

Développement en série de Fourier

Non unicité δφ = αo + α1cosθ + β1sinθ

∫

S

δφW”δφ = 2πGc(−2α2

o +
∑

i

(i − 1)(α2

i + β2

i ))

L’équilibre est alors instable vis-à-vis du mode 0
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Propriété des solutions.

Contrôle du volume :
∫

S

u ds = ud

δp = −4p/R δαo

∫

S

δφW”δφ = 2πGc(6α
2

o +
∑

i

(i − 1)(α2

i + β2

i ))

Critère de stabilité satisfait,

Bifurcation en mode 1 possible. φ = ao + a1 cos θ + b1 sin θ ≥ 0
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Propriété des solutions.

Colonne de Shanley : ressort élastoplastique, écrouissage

cinématique.

u

Problème discret : Charge critique, un

ressort en décharge θ̇ 6= 0

Problème continu : Charge critique,

point de bifurcation,

Apparition d’une zone de décharge à

vitesse de croissance finie. Développe-

ment asymptotique de la solution
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Propriété des solutions.

Poutre élastoplastique en compression

Charge critique, bifurcation en mode sinus,

Apparition d’une zone de décharge :

ysin(πX/L) = m(t), |y| ≤ l

La zone de décharge gouverne la bifurcation.

Critère de stabilité satisfait.
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Conclusions

Conclusions

Irréversibilité : perte de stabilité 6= bifurcation

Critères différents

Le respect du second principe permet d’avoir plusieurs solutions

stables du problème d’évolution : il y a bifurcation.
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Conclusions
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