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* Introduction:
— Patterns naturels

— Patterns induit par des forces mécaniques

* Notions d’élasticité

* Tige/membrane libre sous contrainte:
— Stabilité d’une tige élastique (1D)
— Hiérarchie de plis (2D)

* Membrane confinée sur substrat: influence de la rhéologie
— Substrat liquide

— Substrat élastique
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* Déformation caractérisée par une seule ondulation

Compression

e Pas de structures réellement intéressantes

* Cependant les structures plissées sont omniprésentes
avec une échelle de longueur caractéristique
indépendante de la taille du systeme
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Exemples de structures pl
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Membrane confinée avec substrat 7‘%

1

* Dans ces exemples, la couche rigide repose sur un substrat

* En plus de minimiser 'énergie de courbure (favorise les grandes déformations), il
faut minimiser I'énergie de déformation du substrat (favorise les petites
déformations)

* Le systéme choisi donc un compromis et sélectionne une taille intermédiaire pour la
déformation




Membrane confinée avec substrat

* Dans ces exemples, la couche rigide repose sur un substrat

* En plus de minimiser 'énergie de courbure (favorise les grandes déformations), il
faut minimiser I'énergie de déformation du substrat (favorise les petites
déformations)

* Le systéme choisi donc un compromis et sélectionne une taille intermédiaire pour la
déformation

Substrat liquide Substrat élastique




Equation déformation

e On considére une déformation sans étirement

* La tige/membrane se déforme dans un plan
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Equation déformation

e On considére une déformation sans étirement

* La tige/membrane se déforme dans un plan
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Equation déformation

e On considére une déformation sans étirement

* La tige/membrane se déforme dans un plan

\
S|
>
o+
%
> ]

df
d
______ 9 y
dx

B 2,00 B d?y/dx? |

UB_EfK K_(1+(dy/dx)2)3/2 dx = df cos b dy = d¥ sin 6
B (L (d6\’ i % A
UB:EJO (ﬂ) df L—A=j0cost9d€=>f0 (1—c059—z)d£=0

LB, A\ K
U=j 50’ —P 1_C089_Z +§u5(y)+Q({’)(sin9—y’) df
0
L !/ /
=f0 £(8,0',y,y") dtf

oL _doL_ . o
aql d{aqll_l L= 1,z ql_ ICIZ_y




Plan

* Introduction:
— Patterns naturels

— Patterns induit par des forces mécaniques

* Notions d’élasticité

* Tige/membrane libre sous contrainte:
— Stabilité d’une tige élastique (1D)
— Hiérarchie de plis (2D)

* Membrane confinée sur substrat: influence de la rhéologie
— Substrat liquide

— Substrat élastique




Substrat Liquide: énergie de déformation g"g‘ W

e On considére une déformation sans étirement

* La tige/membrane se déforme dans un plan
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Substrat Liquide: énergie de déformation ﬂl‘ T

e On considére une déformation sans étirement

* La tige/membrane se déforme dans un plan
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Substrat Liquide: énergie de déformation g"g‘ W

e On considére une déformation sans étirement

* La tige/membrane se déforme dans un plan
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Substrat Liquide: équation déformation

_B ,2 A pg 2 . !
L_EH — P 1—cos@—z +7y cosf + Q(£)(sinf —y")
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L ne dépend pas explicitement de £ donc le hamiltonien est une constante (nulle & cause des
conditions aux bords)
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Substrat Liquide: équation déformation f;
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B
BO'" + 50’3 +PO0'+Ky=0 Equilibre des forces normales & la tige/membrane

3B
= BO""" + 79'29” + P8" + Ksinf =0 Equation impliquant 8 uniquement




Substrat Liquide: solution linéaire

B
BO'" + 50’3 +PO0'+Ky=0 Equilibre des forces normales & la tige/membrane

3B
= Be"" + 79'29” + PO" + Ksinf =0 Equation impliquant 6 uniquement

Petites déformations: << 1, y' =sinf ~ 6
By"" + Py" + Ky =0

Soit L > A : on néglige les influences des conditions aux bords

= y = A cos k¥ est solution pourvu que P = Bk? + Kk™*
1/4

P—k24k?2 Pt E—(E) k
VB K K




Substrat Liquide: solution linéaire

B
BO'" + 50’3 +PO0'+Ky=0 Equilibre des forces normales & la tige/membrane

3B
= B8"" + 79'29” + PO" + Ksinf =0 Equation impliquant 6 uniquement

Petites déformations: << 1, y' =sinf ~ 6

By"" + Py" + Ky = 0

Soit L > A : on néglige les influences des conditions aux bords

= y = A cos kf est solution pourvu que P = Bk? + Kk ™2

1/4
P-i2+k2| P=—t_ E:(E) k
VB K K

Pour P < 2 pas de nombre d’onde correspondant: stable

Pour P = 2, k = 1: émergence instabilité
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Substrat Liquide: solution linéaire

B
BO'" + 50’3 +PO0'+Ky=0 Equilibre des forces normales & la tige/membrane

3B
= B8"" + 79'29” + PO" + Ksinf =0 Equation impliquant 6 uniquement

Petites déformations: << 1, y' =sinf ~ 6
By"" + Py" + Ky =0

Soit L > A : on néglige les influences des conditions aux bords
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= y = A cos kf est solution pourvu que P = Bk? + Kk ™2

p B\Y/4 of F 5

P=R+k?| P=—= k=(z) & | |
VB K K 5t *

4 ]

3 1

_ B\ /4 B\Y* 2 B\ /4 : 5
= = ll= = ll= —_— = — 2F =1
&= (1{) 4 (K) 2o | Ao 2”(1() - k|




Substrat Liquide: solution linéaire

B
BO'" + 50’3 +PO0'+Ky=0 Equilibre des forces normales & la tige/membrane

3B
= B8"" + 79'29” + PO" + Ksinf =0 Equation impliquant 6 uniquement

Petites déformations: << 1, y' =sinf ~ 6

PY

S — - _

B\ /4 £\ /4 E In A 5
/10=27T — ~h3/4 L . -
P3 :

Bien vérifié sur 4 ordres de grandeur 4

pour I’épaisseur et 1 ordre en densité ' 2 IR\ -
5 F @ Polyester—Glycerol -
@  Polyester—Mercury 1
-6 ' O  Latex—Water
7 : ® Latex—Glycerol
TE O Polystyrene—Water 1
-8 Véﬁ Théorie linéaire _
o . 75l <h <I250 nml . ln(lB/pg)




Substrat Liquide: solution non-linéaire 7"' "

B
BO'" + 53’3 + PO + Ky =0 Equilibre des forces normales & la tige/membrane

3B
= BO""" + 79'29” + P8" + Ksinf =0 Equation impliquant 6 uniquement

Grandes déformations:

On rescale avec les quantités identifiées lors de I'analyse linéaire:

1/4 1/4

3 P 7 (B) " 7 (K) y 3 5 _
- - [ — = = = nrr ! " n . —
VB K K B 9 +29 0" + PO" +sinf = 0

Solution exacte: stratégie

1. Lien entre cette équation et celle du pendule simple, 8" + q2 sin@ = 0 = lien entre P et q
2. Transformation de Backlund: construction itérative de solutions

3. Transformation de Bdcklund: principe de superposition non-linéaire




Substrat Liquide: solution non-linéaire /‘m

1. Relation avec le pendule simple:

@1 . = > 0'29" + PO +sinf =0

12
U =

5 q*(1 — cos )

—=0=0"+¢*sin@




Substrat Liquide: solution non-linéaire

1. Relation avec le pendule simple: 9" 4 28'28” + PO" +sinf = 0

12 0/2
+ q%(1 —cosB) = g% cosB = = +q*-U

U =
2

dU
b 0=(0"+¢g%sin@)" =0"" —q%sin6 6" + q2cos 6 6"




Substrat Liquide: solution non-linéaire

1. Relation avec le pendule simple: 9" 4 28'28” + PO" +sinf = 0

12 0/2
+ q%(1 —cosB) = g% cosB = = +q*-U

U =
2

dU
—a 0=(0"+q%sing)" =0"" —q%sin06" + g%cos® 6" + q 20" + sin6
—-o! 9,2 0
5 =




Substrat Liquide: solution non-linéaire %" ’

1. Relation avec le pendule simple:

2 2
/ 9/

U=7+q2(1—c050)=>q2cost9=7+q2—U

3
0" + E49'249" +(@%+qg2-U)0"+sinf=0 =

3 _
@ +§e'29" + PO +sinf =0

P=q*+q?%-U

Une solution de I'équation du pendule est solution de notre équation pourvu que P et g soient

reliés par cette relation avec U = constante = 0.




Substrat Liquide: solution non-linéaire %" ’

1. Relation avec le pendule simple:

2 2
/ 9/

U= +q2(1—c050)=>q2cost9=7+q2—U

2

3 _
@ +§e'29" + PO +sinf =0

3 _
0" +=60"°0" +(¢>+q 20" +sinf=0 = P=g?+q>

2

2. Transformation de Bdcklund:

6,+6 9, —6
9{—0(’)=2iaqsin<1 0> 6?{+6?(',=Zia‘lqsin(1 O)

2

a: facteur d’échelle arbitraire

2




Substrat Liquide: solution non-linéaire

1. Relation avec le pendule simple:

3 _
9" + 59'29" + PO +sinf =0

2 2
/ 0/

U= +q2(1—c050)=>q2cost9=7+q2—U

2

3 _
6" +56"0" +(¢* + 470" +sinf=0 = P=¢q’+q7

2. Transformation de Bdcklund:

01+ 6o\ 01— 6o\
0{—06=2iaqsin(12 0)] l@{+96=2ia‘1qsin<12 0)]

1
cosxsiny = 3 (sin(x + y) — sin(x — y))
0; — 0y = —q? (sinf; — sin §,) 0y + 6 = —q? (sin @, + sin 6,)
X 6{ =—qg%sinb,

= 0, 6, sont solutions de I'équation du pendule

#: 0y = —q*sinf,




Substrat Liquide: solution non-linéaire

1. Relation avec le pendule simple:

3 _
9" + 50'29” + PO +sinf =0

2 2
/ 0/

U=7+q2(1—c059)=>q2cost9=7+q2—U

3 _
6" +56"0" +(¢* + 470" +sinf=0 = P=¢q’+q7

2. Transformation de Backlund: construction itérative de solutions

/ / ] ] 91 + 90 " . . .
6;: — 0, = 2i a, gsin Si 8, est solution = @, est aussi solution
1 0 19 5 0 1
6, +6 ) ) . .
0, —0; = 2ia,q Sin< 3 L Si 6, est solution = 0, est aussi solution, etc.

Mais équation de plus en plus compliquée a résoudre exactement.
Néanmoins il existe une relation entre les solutions construites en suivant cette procédure.




Substrat Liquide: solution non-linéaire

3. Transformation de Bdcklund: principe de superposition non-linéaire

6, +0
9{—9(’)=2ia1qsin(1 0) (m) a,

aq 0p —> 0,

0, + 6 _
0, — 6, = 2ia, qsin 22 0) (m) 0o >—®

az 92—>@2
_ (O + 04
@ —6; = 2ia,qsin 5 (m)
©+06
Q' -6, = 2ia1qsin( 5 2) (m)
(m=m)+(m—m)

(64 + 6, . (O+06, (O + 6, . [0, + 0,
a, | sin > — sin > + a, [sin > — sin > =0

9—90 a1+a2 91—02
tan = tan
4 a —a, 4




Substrat Liquide: solution non-linéaire 7’&‘ \\

1. Relation avec le pendule simple:

12
U =

2

12

3
0" +=0"%0" + (g% +q~2)0" +sin@ = 0

2

Solutions du pendule:

2 a . . (60146, .
0; — 0y = 2ija, qsin = 2i

21

q1

sin (

2
Soit 6y = = 0,=4 arctan(Al eiqlz))
y . . (62 + 0,
6, — 0y = 2ija, qsin > =

d>

sin <

Soit 8y = 0 = 6,= 4 arctan(4, eiqzz’)

+ q*(1 — cos0) = q*cos 6 =7+q2—U

1

3 _
9" + 59'29" + PO +sinf =0

= P=qg*+q?

0, + 0,
2

0, + 6,
2

)
)

A; constantes arbitraires




Substrat Liquide: solution non-linéaire

1. Relation avec le pendule simple:

2 2
/ 0/

U= +q2(1—c050)=>q2cost9=7+q2—U

2

3
6" +56"0" +(¢* + 470" +sinf=0 = |P=¢q’+q

Solutions du pendule:

6, +6 6, +6
9{—9(’,=2ia1qsin<1 O)=2iqlsin<1 O)

2 2
Soit 8y = 0 = 0,= 4arctan(4, e"qlz))
6, + 6 6, + 6
0, — 6y = 2ia, qsin Bl = 2i g, sin 2=
2 2
Soit 6y = 0 = 60,=4 arctan(A2 eiqzz’)

1 = 1 _
q=tazxif a=5(2+p)1/2 ,3=§(2—P)1/2




Substrat Liquide: solution non-linéaire

1. Relation avec le pendule simple:

2 2
/ 9/

U= +q2(1—c050)=>q2cost9=7+q2—U

2

3 _
@ +§e'29" + PO +sinf =0

3 _
0" +=60"°0" +(¢>+q 20" +sinf=0 = P=g?+q>

2

Solutions de notre probleme:

6o =0, 6, = 4arctan(A1 e"‘hz}) , 06, = 4arctan(A2 eiqzz)) X

<
|
I+

azxip, a=%(2+13)1/2, ,8=%(2—P)1/2, tan

0—-60 q1+q 61 — 6;
= tan
4 d1 — 42 4




Substrat Liquide: solution non-linéaire

1. Relation avec le pendule simple:

3 _
9" + 59'29” + PO +sinf =0

2 2
/ 0/

U= +q2(1—c059)=>q2cost9=7+q2—U

2

3 _
6" +56"0" +(¢* + 470" +sinf=0 = P=¢q’+q7

Solutions de notre probleme:

0, =0, 0, = 4arctan(A1 ei‘h?) , 0, = 4arctan(A2 eiqzz)) X

1 _ 1 _ -0 q1+q 0106,
=ta + i, =—(2 + P)Y/2, =—(2—=P)Y2, tan = tan
q B a=;@+PY2 p=2(@2-P) T T o
A1=A2=1 Alzi,Azz_i
q1 = a—ip, Q@ = —a—1if q1 = a—ip, qQz = —a—if
sin(a® cos(a?
®S=4arctan['8 ( _) ®A=4arctan['3 ( _)
a cosh(ﬁf) a cosh(ﬁf)




Substrat Liquide: solution non-linéaire

? 7
(x,y) = (j coS @(#’)df’,f sin @(f’)df’)
0

0

X P = 0.04
T E T E
" o ‘@ P=—-07

YR (NN YN (NN YR (U W T W (TR T T T

B sin(a?f) B cos(af)
a cosh(f¢) a cosh(f¢)

®5 = 4 arctan [ 04 = 4 arctan [




Substrat Liquide: solution non-linéaire

Connexion avec le taux de confinement, relation entre P et A:

| B sin(a?) | B
o O = 4 arctan P }f( g) a = 5(2 + p)1/2
A=j (1 — cos®) df ._“COS ,3_ |
- cos(a? _
04 = 4 arctan P ( _) B == (2= P)1/2
(@ cosh(B?)) 2
o (K 2w A1 (® _
{’:(E) {’:A—Of:» A—O—%j_oo(l—cos(a)df

A 83 2 _ _ w2 [ A\
—=—==Q2-P)2 | P=2-——|—
Aoy 2m n( ) 4( )




Substrat Liquide: solution non-linéaire

Connexion avec le taux de confinement, relation entre P et A: 2 (A )2




Substrat Liquide: comparaison ’rhéorie/expé“‘

A
A
/1—0 = 0.30
A
/1—0 = 0.80

Evolution expérimentale:

* Faible compression (A/Ay < 0.3) : pattern « sinusoidal ». En fait pour une membrane infinie
le profil est toujours localisé. La taille de la localisation diverge pour une compression nulle.

» Compression intermédiaire (0.3 < A/, < 0.7) : 'amplitude des ondulations décroit sauf
dans une zone de taille 1y oU une focalisation émerge

* Forte compression (A/Ay > 0.7) : il ne subsiste qu’un pli central oU toute la déformation se
focalise




-1.5 -1.0 -0.5 0.0 05 1.0 15

Comparaison profil théorique/expérimental:

* Accord satisfaisant entre le profil théorique pour une membrane infinie et le profil
expérimental d’une membrane finie

* La focalisation se produisant dans une région de taille réduite A, ce processus doit étre
universel et dépendre peu de la taille du systéme dés que cette taille vaut quelques A,

* Confirmation en étudiant I’évolution des amplitudes centrales




Substrat Liquide: comparaison théorie /ex sﬂ{ :

Ai N - — = . r e .

@& __ A - \Al l/fT ~ Evolution expérimentale des amplitudes
Fluid f /- .

. LAy centrales Ay et A; en fonction de la

bf A

2 H compression A
0.4 F Ag ]

@ Finite sheet

© A1//10




Substrat Liquide: comparaison théorie /ex "‘

a | Air — A}, A Evolution expérimentale des amplitudes
F j' °

. id ‘\L Ao centrales Ay et A; en fonction de la

bA o S compression A

04 F Ay . ) 2 : L
Comparaison avec |'évolution théorique

0.3

Deés que le processus de focalisation
débute (A/Ay > 0.3), 'accord entre
théorie et expériences est trés bon

Finite sheet

Infinite sheet

0.2

0.1




Résumeé

» Symétrie haut/bas (focalisation/localisation aussi bien vers le substrat que vers
I’extérieur)

* Pas d’instabilité secondaire pour une membrane infinie
* Focalisation/localisation en un seul pli

» Compression maximale de I'ordre de Aj. Pour L >> A, la focalisation peut étre
atteinte pour A/L — 0. Difficile de voir le régime « sinusoidal ».

* Solution exacte obtenue grdce au lien fort avec le pendule simple
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— Patterns naturels

— Patterns induit par des forces mécaniques
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Substrat Elastique: phénoménologie “‘M&\ |

Evolution expérimentale:

* Faible compression (6 = A/L < 0.2) : pattern « sinusoidal » similaire au cas d’un substrat
liquide.

» Compression plus importante (§ = A/L > 0.2) : émergence d’une instabilité secondaire avec
doublement de période et focalisation périodique.

Substrat liquide Substrat élastique
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Substrat Elastique: phénoménologie

Evolution expérimentale:

* Faible compression (6 = A/L < 0.2) : pattern « sinusoidal » similaire au cas d’un substrat
liquide.

» Compression plus importante (§ = A/L > 0.2) : émergence d’une instabilité secondaire avec
doublement de période et focalisation périodique.

— La focalisation se produit toujours vers le substrat : brisure explicite de la symétrie
haut /bas!

— La membrane ne peut briser cette symétrie. Cette brisure provient du substrat.

— Les caractéristiques de l'instabilité secondaire doivent donc étre contrdlées par le
substrat. Elastomére isotrope — E, 0.

— Le taux critique &, auquel apparait I'instabilité est sans dimension. Donc fonction de &
uniquement.




Substrat Elastique: équation déformation 'A‘

Dans le cas d’une substrat liquide, on avait obtenu I’équation suivante

B
BO'" + E9’3 +P8'+ Ky =0 Equilibre des forces normales & la tige/membrane
'
- v réponse
TG ARG substrat

Pour un substrat élastique : méme équation avec une réponse modifiée Ky — F,

Calcul faiblement non-linéaire

La premiére non-linéarité provient du substrat et est quadratique
* Développement des termes associés a la membrane a 'ordre correspondant

y' =sinf = By"" +Py" +E,+0(y>) =0




Substrat Elastique: équation déformation g"g‘ W

By"" +Py" +E, = 0

H = transformée de Hilbert

Petites déformations: I, = KH (0, y) Y —E 2(1 — ay)
~ (1 + 05)(3 — 4o)

1 Pf+)—f(t—1
7—f(f)=——limf fa+5)-j@~-9

T elo J, T
Opérateur linéaire: Action simple sur fonctions tfrigonométriques:
H(f+ g) =H()+H(g) H (singx) = —cosqx

H(af) = aH(f) H (cos qx) = singx




Substrat Elastique: équation déformation v"g‘ AN

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations: I, = KH (0, y)

1

H = transformée de Hilbert

B 2(1 —ay)
K= s AT 0B = 20y)

H(f) = ——lim

1T €10 T

fmf(t+f)

Opérateur linéaire:
H( +g) =H({) +H(g)

H(af) = a H(f)

1
H(sint) = ——lim

“sin(t + t) — sin(t — 7) F

—fE=9

Action simple sur fonctions trigonométriques:
H (singx) = — cos gx

H (cos gx) = sin gx

1 ®2cost sint

T = ——lim dt
T elo ), T T elo ), T
2cost “sint 2cost (m
== lim —dt = — (—)=—cost
m e&o), T T 2




Substrat Elastique: solution linéaire

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations: F, = KH (0, y) H(singx) = —cosqx, H(cosqx) = sinqgx

Soit L > A : on néglige les influences des conditions aux bords

=|y = A cos kf|est solution pourvu que P = Bk? + Kk ™1

B Ak* cos k€ — PAk? cos k€ + KH (—Ak sinkf) = 0
[Bk* — Pk? + Kk] Acosk® =0




Substrat Elastique: solution linéaire

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations: F, = KH (0, y) H(singx) = —cosqx, H(cosqx) = sinqgx

Soit L > A : on néglige les influences des conditions aux bords

= y = A cos k?f est solution pourvu que P = Bk? + Kk™1

_ _ _ _ P 1/3
P=k*+2k™' P= _—(§> k

[B(K/2)213 k=%




Substrat Elastique: solution linéaire

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations: F, = KH (0, y) H(singx) = —cosqx, H(cosqx) = sinqgx

Soit L > A : on néglige les influences des conditions aux bords

= y = A cos k?f est solution pourvu que P = Bk? + Kk™1

— — — _ P 2B 1/3
P=k*+2k™ | P= r—[22
[Bk/272B k= (x) i
Pour P < 3 pas de nombre d’onde correspondant: stable Y — —————— s :
P -
— — 5.0 F
Pour P = 3, k = 1: émergence instabilité ;
45
|
35 |
30 _
E k|
2.5 .

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0




Substrat Elastique: solution linéaire

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations: F, = KH (0, y) H(singx) = —cosqx, H(cosqx) = sinqgx

Soit L > A : on néglige les influences des conditions aux bords

= y = A cos k?f est solution pourvu que P = Bk? + Kk™1

_ _ _ _ P 2B 1/3
P=k*+2k™* P= = [—_—
Pour P < 3 pas de nombre d’onde correspondant: stable 55 S — :
' P '
_ — 50 F
Pour P = 3, k = 1: émergence instabilité ;
45
c_ (%8 1/3k 2B\"/° 2 ., (2B 13 4l
= = l == = | == - 5 = — :
K K) 2 0= 4T\ g 05
30 _
E ki
2.5 -

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0




Substrat Elastique: solution linéaire

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations:
0.1 um < A9 <5 mm

1/3 1/3 4 ey —— T
0= \K Eq o} 9 < h < 200 um

Bien vérifié sur 4-5 ordres de grandeur

PS/PMMA-PDMS

pour I'épaisseur, 5 ordres pour Ey; et 2 10 F o
| o
ordres pour Eg [ . i's PI?I::ASS
-12 o
L 0 PDMS-PDMS
aal B PVDF-PDMS
I Theory
e F 5 < h < 300 nm B/

4
18 PV S T T WV Sy v T v vy v v TNy vy vy vy v TN v vm" ——m" v W vy vy vy vy "Wy vy vy ey m W vawr ey v’y

-55 -50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15




Substrat Elastique: solution linéaire

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations:

o 2Bl/3
0 = 4T K

Bien vérifié sur 4-5 ordres de grandeur
pour I'épaisseur, 5 ordres pour Ej; et 2
ordres pour Eg

2 =1 KZB i
P0=k0 +2k0 =3 T

- —-———T—T—rr———— —
In A, 7
6} 9 < h <200 um
-8 .
1ok O PS/PMMA-PDMS
: O  Si—PDMS
aah O PS—PDMS
: O  PDMS-PDMS
aalk B PVDF-PDMS
D Theory
16 F . 5 y
< h <300 nm -
: In(2B/K) |
-18.A A Ae o a A a de o a a2 fe o a a a Lo S fi o o a o le o a o ol o LLA.
55 50 45 40 -35 30 25 20

-15



Substrat Elastique: solution linéaire %"

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations:
0.1 um < A9 <5 mm

4 rr————————————— . e —
2o = 2m (22 " e . - In 7]
0= 7T7 o E_S sk 9<h<200um/‘)4/ :
E g 5
8F
Bien vérifié sur 4-5 ordres de grandeur // :
pour I'épaisseur, 5 ordres pour By et 2 10| 1 = P§/PMMA'PDM5 .‘
ordres pour Eg . D I-h0MS
1ok O  PS—PDMS
1/3 L 0 PDMS-PDMS
, 9 K?B sl B PVDF-PDMS
PO = kO + 2kO =3 4 I Theory
1o f AT -:
, : 5< h <300 nm (2B /K)
A: j (1_C089)d'£ _18.AAL.LA.L.L.L..LAAL.l;A..LAAL.L‘.LLL.LL..
0 -55 -50 -45 -40 -35 -30 -25 -20 -15
1 o
o =— (1 — cos @) dt




Substrat Elastique: solution linéaire

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations:
0.1 um < A9 <5 mm

B : , —
1 3 2B\*/3 h Ey 1/3 F In A, 7
=2n({—] ~h|—= :
0 X . ol 9<h<200um/§/
8 F //
Bien vérifié sur 4-5 ordres de grandeur // :
pour I'épaisseur, 5 ordres pour Ey; et 2 . ES/PPthN;A-PDMS .
o -
ordres pour Eg oo
- O  PDMS—PDMS
2 o K*B B PVDF-PDMS
Py = kO + Zko =3 T ~——= Theory
In(2B/K)
. -18.AALllAAAALALAALAALIlAAAlLAALllAALLLALLA.
y' =sinf ~ 6 y = Acoskyt 55 50 -45 -40 -35 -30 25 -20 -15

1 (% 1 Ao 2
== (1—cos€)d€=—j y'?dt = 4] = = §1/2
AO 0 2},0 0




Substrat Elastique: solution linéaire

By"" +Py" +E, = 0

Petites déformations:

o 2Bl/3
0 = 4T K

Bien vérifié sur 4-5 ordres de grandeur
pour I'épaisseur, 5 ordres pour Ej; et 2

ordres pour Eg ® PS-PDMS
@ Si-PDMS
) 1/3 Théorie linéaire |
K*B :
P0=k(2)+2k61=3<T> -.
5
y’ =sinf ~ 6 y = Acoskyt 0.06 0.08 0.10
Ao 4 ok
d=— (1—cos€)d€=—j
AO 0 2},0 0




Substrat Elastique: équation non-linéaire fﬂ‘ TN

By"" +Py" +E, = 0

« Grandes » déformations:

Ao

E, = KH (0;y) + K,[H(95y)? — (H (9)?)] (y=2"] -dt

0

* Expression obtenue en utilisant les équations non-linéaires de I'élasticité:

uik=§ + +

1(0u; Ouy |0u; oy
0x;, 0x; |0x; 0xy

q
U: champ de déformation, U: tenseur déformation

* Loi de Hook: § = 0.2 et A/Ay < 0.15 = faibles étirement du substrat

4

ES o
Oig = 1+o, (uik + 1_—20ujj5ik)

| o (N/mm2)




Substrat Elastique: équation non-linéaire ;‘g‘ W

By"" +Py" +E, = 0

« Grandes » déformations:
Ao

E, = K} (0py) + K, [H(0py)? — (H (0,y)%)] (y=2"] -dt
0

* Expression obtenue en utilisant les équations non-linéaires de I'élasticité:

1<6ui duy, | 0u, auj>

q
U: champ de déformation, U: tenseur déformation

Uik = 3 + +
e 2\ox, | 0x; | 0x; dxp
* Loi de Hook:
Es

o)
Oig = 1+o, (uik + 1_—20ujj5ik)

* Equation d’équilibre:

Oal-k

5 = 0 = Equation pour U pour lequel on connait les conditions aux bords & imposer
Xk




By"" +Py" +E, = 0

« Grandes » déformations:
E, = K} (0py) + Ko [H(9y)? — (H(9,7)?)] (Y= -de
* Quand U est connu, on calcule g et on obtient finalement Fy:

r r Y . % by
E, = ay; n; , évalué a la surface de la fondation. n: normale a la surface.




Substrat Elastique: équation non-linéaire

By"" +Py" +E, = 0

« Grandes » déformations:

Ao

E, = KH(0,y) + K, [H (0,y)* — (H (0,)*)] (y=2a"] -de
0

* Quand U est connu, on calcule 3 et on obtient finalement Fy:

E, = ay; n; , évalué a la surface de la fondation. n: normale & la surface.

uy(x,y = 0) = y(x)

* A l'ordre le plus bas (linéaire), F;, peut se calculer pour toute déformation de la surface




By"" +Py" +E, = 0

« Grandes » déformations:

Ao

E, = K} (0py) + K, [H (0,y)* — (H (0,y)°)] (y=2a"] -de
0

* Quand U est connu, on calcule 3 et on obtient finalement Fy:

E, = ay; n; , évalué a la surface de la fondation. n: normale & la surface.

* A l'ordre le plus bas (linéaire), F;, peut se calculer pour toute déformation de la surface

uy(x,y = 0) = y(x)

* A I'ordre suivant, [, est calculé perturbativement en supposant que la forme de la surface est
donnée par ¥ = A cos kx + C cos 2kx, avec A d’ordre §1/% et C d’ordre &

(1= 205)(13 — 16 a5)

K, =E
277 201+ 05) (3 — 40g)?




Substrat Elastique: solution non-linéaire f;

By"" + Py" + KH (0,y) + K, [H (0,y)* — (H (9,y)*)] = 0

2(1 —0oy) (1—205)(13 — 16 0y) Ao

K=E K, = E | )
(1 + 05)(3 — 405) 277 2(1 + 09)(B — 405)? 0




Substrat Elastique: solution non-linéaire

By"" + Py" + KH (0,y) + K, [H (0,y)* — (H(9,y)*)] = 0

2(1 —0oy) (1—205)(13 — 16 0y) Ao

K=E K, = E | )
(1 + 05)(3 — 405) 277 2(1 + 09)(B — 405)?
0

On rescale avec les quantités identifiées lors de I'analyse linéaire:

a [Pk P=t =kt
u = K Y, _POJ = Ko

u"" +3Pu” + 2H W) + H (W' )? — (Hw)?) =0




Substrat Elastique: solution non-linéaire

By"" + Py" + KH (0,y) + K, [H (0,y)* — (H(9,y)*)] = 0

2(1 —0oy) K — (1—205)(13 — 16 0y) Ao
(1 + a5)(3 — 40y) 2775 2(1 + 05)(B — 405)? '

K=ES

On rescale avec les quantités identifiées lors de I'analyse linéaire:

u"" +3Pu” + 2H W) + H (W' )? — (Hw)?) =0

Guidé par les observations expérimentales ou les profils restent périodiques et développent un
mode sous-harmonique, on cherche des solutions en utilisant le développement suivant:

u(?) = Z ¢ cos (57)

On obtient alors un systéme de N équations algébriques non-linéaires pour N + 1 inconnues.
Les N coefficient ¢; s’expriment alors en fonction de P (comme pour un substrat liquide). La
condition d’inextensibilité permet de relier P & §.




Substrat Elastique: solution non-linéaire

u""" +3Pu" + 2 (W) + H(w)? = (Hw)*) =0




Substrat Elastique: solution non-linéaire

u""" +3Pu" + 2 (W) + H(w)? = (Hw)*) =0

N=2: u=ccos(f/2)+c,cos?

¢, = 0,P = 1 = solution linéaire

~ 12P — 17 i Y
Cl:i\/6(P_1)C2 = 3 > | a=1/6+8c)/2 P=1+ — 3

Physiquement, le mode sous-harmonique cos ?/2 ne peut émerger que s’il décroit I'énergie
= P <1 etsicq estréel.

Quand on comprime le systéme ¢, croit comme 51/2,
Sic, >0= P > 1. Pas d’émergence de mode sous-harmonique.

Sic, < 0= P < 1quand 'amplitude du mode harmonique cos £ est suffisamment grande (en
module): —c,> 5/8. Sélection du signe de ¢, due d la brisure explicite de symétrie.




Substrat Elastique: solution non-linéaire

N "
W+ 3PU + 20 () + HW)? — (H(u)?) = 0 u(®) = ) ¢cos(57)
j=1
N=2: u=ccos(f/2)+c,cos? L= <2kOK2>
\ K

¢, = 0,P = 1 = solution linéaire

_12P-17

n _ 5+8
c1=iJ6(P—1)c2 6 =g C

= cl=i\/(5+8cz)cz/2 P=1+ =

C2>O,C1>0

C2>0,C1<0

C2<O,C1>0
C2<O,C1<O




Substrat Elastique: solution non-linéaire

u""" +3Pu" + 2 (W) + H(w)? = (Hw)*) =0

N=2: u=ccos(f/2)+c,cos?

¢, = 0,P = 1 = solution linéaire

_ 12P — 17
C1 =i\/6(P—1)C2 Cr, = 3 = C1 ='|_'\/(5+8C2)C2/2 P=1+

Pas observé
expérimentalement

C2<O,C1>0

C2<O,C1<O

En plus de prédire I'émergence d’'un mode sous-harmonique, le modéle sélectionne aussi la
bonne configuration avec les focalisations orientées vers le substrat.




w4 3Pu" + 24 (W) + H(Ww)? = (FHw)?) =0

N=2: U = ¢4 cos(?/2)+c2 cos £

¢, = 0, P = 1 = soluiion linéaire

~ 12P - 17
caa=% [6(P=1)c, ¢ = 3 = Clzi\/(5+8c2)c2/2 P=1+ 12

. 5+ 8¢,

A cause de l'invariance pas translation il n’y a normalement pas de différence entre cos x et
— cos x!! Pourquoi une sélection dans le signe de ¢, ?




Substrat Elastique: solution non-linéaire

u(?) =§c] Cos( 7)

A cause de l'invariance pas translation il n’y a normalement pas de différence entre cos x et
— cos x!! Pourquoi une sélection dans le signe de ¢, ?

L'invariance par translation (choix arbitraire de la position de I'origine) a été invoquée pour
utiliser, sans perte de généralité, un développement n'impliquant que des modes cosinusoidaux.

Quand le profil minimisant 'énergie a été identifié avec ce choix particulier d’origine, on peut
utiliser I'invariance par translation pour générer d’autres profils équivalents.

u(? — n) = ¢y sin(?/Z) — ¢, cos?




Substrat Elastique: solution non-linéaire

A cause de l'invariance pas translation il n’y a normalement pas de différence entre cos x et
— cos x!! Pourquoi une sélection dans le signe de ¢, ?

Donc ¢, cos ? avec C, < 0 est instable par rapport & I’émergence d’un mode COS(?/Z)

Donc ¢, cos ? avec Cc, > 0 est instable par rapport & I’émergence d’un mode Sin(?/Z)

Profils identiques mais translatés.




Substrat Elastique: solution non-linéaire

N "
W+ 3PU + 20 () + HW)? — (H(u)?) = 0 u(®) = ) ¢cos(57)
j=1
N=2: u=ccos(f/2)+c,cos? L= <2kOK2>
\ K

¢, = 0,P = 1 = solution linéaire

_ 12P — 17 _ 5+ 8¢
C1=i\/6(P—1)C2 Cy = 3 = C1=i\/(5+8C2)C2/2 P=1+ 12 -

En retournant aux variables initiales, I'instabilité secondaire émerge si I'amplitude A du mode
harmonique excéde la valeur

2k, K, 5 51 K A
Al > 2= Al > o2 X _ 20 5172
x Al=3 "—32n1<2 Al = =4

|C2| =

2
i . 5 K
Ou encore quand le taux de compression excéde la valeur 5, =

32K,




Substrat Elastique: solution non-linéaire

N "
W+ 3PU + 20 () + HW)? — (H(u)?) = 0 u(®) = ) ¢cos(57)
j=1
N=2: u=ccos(f/2)+c,cos? L= <2kOK2>
\ K

¢, = 0,P = 1 = solution linéaire

_ 12P — 17 _ 5+ 8¢
clzi\/6(P—1)cz ="g—= a=£/G+80)6/2 P=1+—"

Expérimentalement on trouve que §, = 0.2

5, = LAY 02=>K2 0.35 = 0.41
2= \32%;) = x =0 os = 0.




Substrat Elastique: solution non-linéaire

N "
W+ 3PU + 20 () + HW)? — (H(u)?) = 0 u(®) = ) ¢cos(57)
=
N =8: i 2koK>
v

Valeur corrigée de la valeur critique de ¢, pour laquelle 'instabilité secondaire apparait:

—c, = 0.42

En répétant ce qui vient d’étre fait avec celle nouvelle valeur, on obtient une valeur corrigée du
taux de compression critique:

d, = 0105K 2
2 - i KZ

En utilisant la valeur expérimentale §, =~ 0.2, on trouve

2
8y = (0_105 K£> ~ 02> % ~ 0.25 = o5 =~ 0.44 Littérature: 0.45 < o5 < 0.48
2




Substrat Elastique: solution non-linéaire

u""" +3Pu" + 2 (W) + H(w)? = (Hw)*) =0

N=28:
1.01 [i U=ttty ¥ l L L I Ll Ny
) P/PO KZ \
} — = (0.25]
1.00 p K i
E D :
0.98 ]
I | ) ]
0.97 | | ]
I 1 .
0.96 | D
It 0 & b
0.96 i Pas de mode sous-harmonique )
p Mode sous-harmonique O
0.94 PYRT W O Y Y P o P afa g 2 Ba o PO P T WY Wl
000 005 010 015 020 025 030 035 040










[ A e PS-PDMS

025173, @ Si-PDMS

o

)

o
'

0.15 |
0.10 |

0.05 |

0.00

@ PDMS-PDMS
-------- Théorie linéaire

= Théorie non-linéaire

025<K2<027
25<—-<0.

.
%"
.
.

.
I
4 -

2

.

.
o %"
°

°®

0.0



Résumé et comparaison

Substrat liquide Substrat élastique

A/, < 0.3: déformation sinusoidale 0 < 0.2: déformation sinusoidale
3 1 1
Ao =21 (B/pg)"/* ~ h* (E/pg)* A = 2m (2B/K)'? ~ h (Ep/Es)3

0.3 < A/Ay < 0.7: amplitude des ondulations § =~ 0.2: émergence d’une instabilité

décroit sauf dans une région de taille de secondaire de doublement de période
I'ordre de A,

.
’ ' L.

A/Ay > 0.7: profil essentiellement plat sauf 6 > 0.2: focalisation périodique de la

dans une région de taille 15 oU I'entiéreté de  membrane

la déformation est localisée

ﬁ

La compression est limitée a A =~ A, pour Pas de limite pour A, seul § = A/L joue un
L > Ay = focalisation pour 6 = 0 réle




Résumé et comparaison

Substrat liquide Substrat élastique

Solution exacte pour membrane infinie Solution perturbative pour membrane infinie

0.8
0.4
0.0 NS
0.4 B
08

0.8
04
0.0
04
-0.8

Pas de transition secondaire pour une Transition secondaire du second ordre avec
membrane infinie I’émergence d’un doublement de période
(mode sous-harmonique)
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