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Patterns et mécanique: force externe













Plan

* Introduction:
— Patterns naturels

— Patterns induit par des forces mécaniques

* Notions d’élasticité

* Tige/membrane libre sous contrainte:
— Stabilité d’une tige élastique (1D)
— Hiérarchie de plis (2D)

* Membrane confinée sur substrat: influence de la rhéologie
— Substrat liquide

— Substrat élastique




Notions d’élasticité

* Energie d’étirement/compression d’une plaque mince Yo
. § =
(W -=-wh/w
> W =L)/L

!

L
E . Eh :
US:EU o dxdydz=7ﬂ6 dx dz

E: Module de Young.
Mesure comment un matériau résiste a une déformation

v: Coefficient de Poisson.
Caractérise la contraction perpendiculaire a la direction de la contrainte
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Notions d’élasticité

* Energie de courbure d’une plaque mince

5 = dL' — dL
- dL
>
L
Sec'rlon mfini'résimale
B N dlL = CZR, = a(R + y)

h/2 2 Eh3
jf 52dxdydz =— dedzj = dy——U k’dxdz = R1
h/2

U—Bﬂ'%S B = LS Module de flexi
B=73 K , _12(1—1/2) odule de tlexion




Notions d’élasticité

* Energie de courbure d’une plaque mince
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* Pour une tige:

_B (. _ _ (a2 — .
Ug = > K<d?, B = EI L, = [ x2dS = Moment quadratique

R r2m
T
Pour section circulaire [ = f j (rcos8)?rdrdf = ZR4
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Longueur * Energie de stretching ~ h

* Energie de bending ~ h3
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i * ’état de compression est instable par rapport a
I’état de bending (si compatible avec conditions
aux bords). Cette instabilité est d’autant plus
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AR Compression ! Estimation du taux de compression critique
1Ac) 1Ac — On suppose que tout le stretching est reldché
. 1. V=¢
2! | 2 aprés le flambage: A ~ L\/6, (6 = A/L)
I I
l VA
’ Us ~ EhS2 S

Up ~ ER3K2S ~ Eh3 4 25 Eh3565
B ™~ K=o ~ 12 ~ 2

LZ
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h~100um L~10ecm -6, ~107°
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e On considére une déformation sans étirement

* La tige se déforme dans un plan

df
0

dy

dx

? ¢
(x,y) = (j cos 8(£)d?t’ j sin 9(#’)d€’),€ € [0, L] dx =dfcosf dy=dfsinb
0 0




e On considére une déformation sans étirement

* La tige se déforme dans un plan

df
0

dy

dx

d?y/dx?

L . - — — -
Up zjic dt K A + (dy/dx)2)32 dx =dfcosf dy=defsinf

B (L /de\’ & k A
2 - _ A= Y 1— —Z)de =
Up zjo (dt’) df L—A jocosed =>j0< cos 6 L)d 0




e On considére une déformation sans étirement

* La tige se déforme dans un plan

df
d
5 y
dx
U 2,19 B d?y/dx? |
B_EJK K_(1+(dy/dx)2)3/2 dx =dfcos@ dy=dfsinf
B L /de\> L L A
= — — — A= 0 dt 1- 0 ——)df =
Ug 2L(d€> df L—A LCOS =>j0< CoS L) 0

Pour une membrane, U est

LB , A L une énergie par unité de
U= J 59’ - P (1 —cos 6 — Z)] dt = f H(6,0") df longueur transverse le long
0 0

de 'axe z




e On considére une déformation sans étirement

* La tige se déforme dans un plan
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e On considére une déformation sans étirement

* La tige se déforme dans un plan

df
d

5 y

dx
U 2,19 B d?y/dx? |
B_EJK K_(1+(dy/dx)2)3/2 dx =dfcos@ dy=dfsinf

B L /de\> L L A

UB:EJO (ﬁ) df L—A=]0C059d{’=>j0 (1_COSG_Z>CM=0

2 L

L B . A L
U=J — 0’ —P(l—cos@——)]d£=f H(0,0") df — BO" +Psinf =0
0 0




Plan

* Introduction:
— Patterns naturels

— Patterns induit par des forces mécaniques

* Notions d’élasticité

* Tige/membrane libre sous contrainte:
— Stabilité d’une tige élastique (1D)
— Hiérarchie de plis (2D)

* Membrane confinée sur substrat: influence de la rhéologie
— Substrat liquide

— Substrat élastique




* Existence d’un poids maximal que peut supporter une
colonne
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Exemple: stabilité d’une tige

* Existence d’un poids maximal que peut supporter une
A  colonne

* Valeur précise dépend des conditions aux bords
* Expression en termes des parametres physiques:

— Conservation longueur: A ~ H§

— Travail de la force: MgA

— Courbure typique: k ~ A/H?

— Energie de courbure: EIk*H ~ ER*S/H
— Bilan: MgHS ~ ER*S5/H

ER*
Mg:CF

— Dépendance de la force critique en fonction des
paramétres physiques

— Pour obtenir la constante: calcul exact




Exemple: stabilité d’une tige

* Existence d’un poids maximal que peut supporter une
colonne

* Valeur précise dépend des conditions aux bords
* Expression en termes des parametres physiques:

— Conservation longueur: A ~ H\G

— Travail de la force: MgA

— Courbure typique: k ~ A/H?

— Energie de courbure: EIk*H ~ ER*S§/H
— Bilan: MgHS ~ ER*5/H

ER*
Mg:CF
BO" + Psind ~BO8"+P8=0 = 0"=-k?0 = 0=A;sinkf+ A,cosk?

Encastré /Encastré: 60(0) = 0(H) =0(H/2) =0 = 6 = A;sink?, kH = 2nm

P 4n’n? ., ER* ,
B= 12 = P=H7TF = C=m




Exemple: stabilité d’une tige

* Existence d’un poids maximal que peut supporter une
A  colonne

* Valeur précise dépend des conditions aux bords

* Expression en termes des parametres physiques:

Conservation longueur: A ~ H§

Travail de la force: MgA

Courbure typique: k ~ A/H?

Energie de courbure: EIk*H ~ ER*S/H
Bilan: MgHGS ~ ER*S5/H

ER*
Mg:CF

Encastré /Encastré: C = w3

Rotule /Rotule: C = 3 /4
Encastré /Libre: C = m3/16



* La hauteur des arbres varie du métre (arbustes) a la

———————— S — o F TN centaine de métre (certains coniféres)

Hypérion Douglas-fir Chéne Cyprés Pommier




La hauteur des arbres: modele

* La hauteur des arbres varie du métre (arbustes) a la
centaine de métre (certains coniféres)
* Intuitivement pour qu’un arbre soit grand il faut que son

tronc soit large
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La hauteur des arbres: modele

* La hauteur des arbres varie du métre (arbustes) a la
centaine de métre (certains coniféres)
* Intuitivement pour qu’un arbre soit grand il faut que son

tronc soit large

* Modéle: arbre = cylindre. OK pour arbres des foréts
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La hauteur des arbres: modele

La hauteur des arbres varie du meétre (arbustes) a la
centaine de métre (certains coniféres)
Intuitivement pour qu’un arbre soit grand il faut que son

tronc soit large

Modeéle: arbre = cylindre. OK pour arbres des foréts
Condition de stabilité:

ER*
Mg:CF

Force due au poids d’une colonne cylindrique:

Mg = pg nR*H

1/3
H=c (i) D?/3

Py

* Encastré/libre + poids au sommet: C' = 0.536
* Encastré/libre + poids réparti: C' = 0.788




La hauteur des arbres: mesures

L r @ Arbres foréts tropicales
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La hauteur des arbres: mesures

H (m)
R g Arbres foréts tropicales

@
[ @ Arbres USA
[ ® Arbres Canada

10

0.001 0.01




La hauteur des arbres: mesures
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Arbres Canada
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La hauteur des arbres: mesures

100 ' Arbres foréts tropicales v o :.. -
Arbres USA ‘R ¥
®, ‘ ", ﬁ’ .

Arbres Canada
Arbres Australie
Arbres Amazonie
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La hauteur des arbres: mesures

10 F

Arbres foréts tropicales
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La hauteur des arbres: mesures
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La hauteur des arbres: comparaison

100

10 |

H (m)

Arbres foréts tropicales
Arbres USA
Arbres Canada
Arbres Australie
Arbres Amazonie
Arbres Asie

E 1/3
H = 0.788 (—) D?2/3
JoJe]

10 < E <12 Gpa
500 < p <1000 kg/m3

0.001

v AR
i f»
RS o, I)
7 , ; =
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La hauteur des arbres: comparaison

1/3
— ' " s E -
H (m) 7 H=0536(—| D
100 ¢ a A . .'// “ b Py
i rbres foréts tropicales < &. i
[ @ Arbres USA o L
[ ® Arbres Canada 3 . 0.788 [ E 1/3
| ®  Arbres Australie g ] H = . D2 /3
| ®  Arbres Amazonie 3 JoJo|
® Arbres Asie
10 - 1
1 aadianl
0.001 0.01 0.1 1 3
o o’ SO
4 r
e T o 2 r)




. A e G= Bl M J A 2 ] ,v
7
H (m) e
100 i . %, / .
& Arbres foréts tropicales (/ :,
[ ®  Arbres USA e
[ ® Arbres Canada .
@  Arbres Australie -
®  Arbres Amazonie
®  Arbres Asie
10 k . |
D (m)
1 ool PR |

H=0536<

~0.788

3

£, =— (H/¢,,D/¢,)
= — =) ,

7 pg i

Réduction dispersion
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Facteur de sécurité: construction ’M

-

B 1/3
H = 0.536 (—) D2/3
JoJe]

1/3
. 0.788<E> D23
3 \pg

L ]

Monument San Jacinto (Texas)

]

Plus haute colonne du monde, 173 m

Béton renforcé

* E~30Gpa,p~ 2300 kg/m3
Base de 15 m

*D~15m

H =~ 330m

* Facteur 2 de sécurité




Taille des os longs et masse des corps

» Stabilité élastique:

ER*
Mg =Ltz

* Masse des os en fonction de la
masse total: hypothése de
McMahon (masse des os est une
fraction de la masse total)

pmtLR? = KM




Taille des os longs et masse des corps

» Stabilité élastique:

* Masse des os en fonction de la
masse total: hypothése de
McMahon (masse des os est une
fraction de la masse total)

pmtLR? = KM




Taille des os longs et masse des corps j

104

*  Diametre D ~ M3/8 L~ M/*
"E“ 103 *  Longueur
£ * Les scalings obtenus sont OK
) o pour les animaux suffisamment
1
é gros
2
o 10
‘@
S
£
= 100
Q
10-1

10 102 10" 10° 10 102 10° 104
Masse totale (kg)




Taille des os longs et masse des corps

*  Diametre .
*  Longueur L = 100 MY* «

10° | - D~ M3 L~ M

* Les scalings obtenus sont OK
pour les animaux suffisamment
gros

e Si on calcule les coefficients
avec

p = 2000 kg/m3 E = 20 GPa

Dimensions des os (mm)
=)

10°

10! 102 103 10
Masse totale (kg) * On trouve
D = 6.7 M3/8
L = 1400 M/4

* Marge de sécurité sur L et pas

sur D




Le scaling des clous

* Pour une longueur donnée, L:
* Si diamétre trop petit, flambage
* Si diametre trop gros, difficulté a enfoncer le clou

* Existence d’un diameétre « optimal »




Le scaling des clous

* Pour une longueur donnée, L:
* Si diameétre trop petit, flambage
* Si diametre trop gros, difficulté a enfoncer le clou

* Existence d’un diameétre « optimal »

* Obtenu empiriquement au fil du temps

1000 [ . . ]
L (mm) III”III 5
100 / .
| Pente 1 )
L=(17.2+ 0.9)x29£0.03 D (mm)

10 i i i i i i i "

1 10




Le scaling des clous

* Pour une longueur donnée, L:
* Si diameétre trop petit, flambage
* Si diametre trop gros, difficulté a enfoncer le clou

* Existence d’un diameétre « optimal »

* Obtenu empiriquement au fil du temps

g

100
Pente 1

L=(17.1%+ 0.6)x130£0.02 D (mm)

1 10

10




Le scaling des clous

* Pour une longueur donnée, L:
* Si diameétre trop petit, flambage
* Si diametre trop gros, difficulté a enfoncer le clou

* Existence d’un diameétre « optimal »

* Obtenu empiriquement au fil du temps

L (mm) l - 1 « Flambage: Fz ~ D* /L2
/f
100 | / ] Fg
Pente 1 ) —>
€ 1 °© Friction: Fp ~ D
L=(17.1%+ 0.6)x130£0.02 D (mm)

10 A M M M M M M M . ~ 3/2
1 10 L b
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Hiérarchie de plis: les rideaux
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Hiérarchie de plis: observations f; W
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* Une déformation périodique de longueur
d’onde A est imposée en un bord

* Cette longueur d’onde n’est pas préservée le
long du rideau: brisure spontanée de symétrie



* Une déformation périodique de longueur
d’onde A est imposée en un bord

* Cette longueur d’onde n’est pas préservée le
long du rideau: brisure spontanée de symétrie
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i

Déformation imposée
Pas d’étirement latéral

N
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* Une déformation périodique de longueur
d’onde A est imposée en un bord

* Cette longueur d’onde n’est pas préservée le
long du rideau: brisure spontanée de syméirie

Diminution du nombre de plis pour
minimiser I’énergie de courbure (moteur)

Fusion de deux plis A en un pli 24

Distorsion /stretching de la feuille (frein)

Existence d’une longueur de transition
L(A) optimale

Pattern complet = auto-assemblage de
ces zones de transition (wrinklon)



* Une déformation périodique de longueur
d’onde A est imposée en un bord

* Cette longueur d’onde n’est pas préservée le
long du rideau: brisure spontanée de symétrie

Pattern complet = auto-assemblage de
ces zones de transition (wrinklon)

Lien entre L(A) et A(x) 2

L(A) est la distance sur laquelle A = 24

a2
dx L(A)

Connexion entre structure locale et
structure globale



Hiérarchie de plis: mesures

e Comment évolue A avec x 2

025 Shoa"t fabric cu!tain (220pt‘n)
Paper Curtain (125um)
Long fabric curtain (220um)
Latex curtain (400um)
0.20 [ . Ballasted latex curtain (400pm)
Latex curtain (220um)
Ballasted latex curtain (220pm)

co800

—~ 0.15F Q .
E L] L] |
- Graphene sheet
<
0.10 F Q3 1
0.2k §
TY— 0.05 |- '
X 0.1 N N
( ) 0.0 0.5 1.0 hS
0.00 & I | ! , X, (um)
00 05 10 15 20 25 30 35
x (m)
* Feuille sans tension: A ~ x2/3

e Feuille avec tension: 1 ~ x1/2




Hiérarchie de plis: mesures

* Comment évolue L(A) avec A (sans tension) 2

T T ¥ Tr S¢ SE v |

c ' L} L) . LJ L) L A L} l
0 30 um _ <
8 50 um slope = 1/2 D,Ooo
" @ 100 um e 1
[ w 250 um Bl P




Hiérarchie de plis: mesures

* Est-ce que les mesures valident l'idée que la
structure globale peut se comprendre comme
un assemblage de zones de transition 2

X o Taille du wrinklon: L ~ A3/2

A 2
dx L)

* Evolution de A prévue:

—Y
A(x) * La solution est: A ~ x

2/3

* En accord avec I'évolution mesurée

* A ce stade, on doit connaitre I’expression de
L(A) en fonction des paramétres du systéme




Hiérarchie de plis: taille du wrinklon (sww

Ug ~ ER3K?S Us ~ Eh §°S
A

KN)[_Z O ~ —

§~ LA A~ W6

Vo
U:UB+US~Eh3<7>

U~EhRPSAYL+ERS%22° L3

oUu §51/4 33/2 dA A 21 51/6

oL L dx L) n (ﬁ)




1000

166 [

100

10

IUI&

00

BeooL e

BOPP 30 um
BOPP 50 um
BOPP 90 um
BOPP 100 um
BOPP 250 um

Short Fabric Curtain

Paper curtain




Hiérarchie de plis: taille du wrinklon (avec

UB = EhBKZS
A
ko
S~LA

V6
U=UB+U5~Eh3<—> L/1+T<

3

A

U~Eh3SA1L+TSA L

oU
oL

0=

/12

h

(

T
Eh

)

1/2

dA A

L)




g A ) . -
5 A Fabric curtains :
2 - O Rubber curtains ] A Eh 1/ x\ 1/2
© Polystyrene on water (Huang et al.) -~ | — (—)
@ Constrained Graphene sheet Y h T h
101 A T T T W W ¥ IS TN S N ¥ ¥ SN ST S 0 R 771 S T S AU W R 771 N S W1 5 |
10 10° 10" 10° 10° 107

(x/R)(ER/T)*/?







Hiérarchie de plis: scaling

Ao 1
| Ao, L(Ao) L /12 ( T )E

|
|

Ay = 22, L(A,) = 4L(A)
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Hiérarchie de plis: scaling
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Hiérarchie de plis: scaling
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— Longueur d’onde grande comparée a I'épaisseur du
rideau. La longueur de transition est plus grande que la
longueur du rideau.

SV b~

A1/4 33/2 22/T 1/2
(&)

* Des poids étaient parfois ajoutés pour lester les rideaux:

— Cela permet de passer en régime sous tension ou la
longueur de transition est plus grande pour une longueur
d’onde donnée. Cela évitait les transitions et permettait
de maintenir une longueur d’onde constante (considéré
comme esthétiquement plus joli)
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