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Notions d’élasticité 

• Energie d’étirement/compression d’une plaque mince 

𝐿 

𝐿′ 

𝛿 =  
𝐿′ − 𝐿

𝐿
 𝑊 

𝑊′ 

𝜈 =
(𝑊 −𝑊′)/𝑊

(𝐿′ − 𝐿)/𝐿
 

𝑈𝑆 =
𝐸

2
 𝛿2𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧 =

𝐸ℎ

2
 𝛿2𝑑𝑥 𝑑𝑧 

𝐸: Module de Young.  

    Mesure comment un matériau résiste à une déformation 

𝜈: Coefficient de Poisson.  

    Caractérise la contraction perpendiculaire à la direction de la contrainte 

𝑥 
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𝑑𝐿 

𝑑𝐿 = 𝛼𝑅, 𝑑𝐿′ = 𝛼 𝑅 + 𝑦  
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24
 𝜅2𝑑𝑥 𝑑𝑧 

𝑥 

𝑦 
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𝜅 =  𝑅−1 

𝑈𝐵 =
𝐵

2
 𝜅2𝑑𝑆 , 𝐵 =

𝐸ℎ3

12 (1 − 𝜈2)
 

𝑦 ∈ −
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2
,
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2
, 𝛿 =  

𝑦
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Module de flexion 

𝛿 =  
𝑑𝐿′ − 𝑑𝐿

𝑑𝐿
 

Section infinitésimale 
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• Energie de courbure d’une plaque mince 
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𝛿 =  
𝑑𝐿′ − 𝑑𝐿

𝑑𝐿
 

𝑥 

𝑦 
𝑧 

𝑈𝐵 =
𝐵

2
 𝜅2𝑑ℓ , 𝐵 = 𝐸𝐼 𝐼𝑦 =  𝑥

2𝑑𝑆 = Moment quadratique 

• Pour une tige: 

𝐼 =    𝑟 cos 𝜃 2 𝑟 𝑑𝑟 𝑑𝜃
2𝜋

0

𝑅

0

= 
𝜋

4
𝑅4 Pour section circulaire 

𝑑𝐿 

𝑑𝐿 = 𝛼𝑅, 𝑑𝐿′ = 𝛼 𝑅 + 𝑦  
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,
ℎ

2
, 𝛿 =  

𝑦
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Stretching vs Bending pour une feuille mince 

• Energie de stretching ∼ ℎ 

• Energie de bending ∼ ℎ3 

• L’état de compression est instable par rapport à 

l’état de bending (si compatible avec conditions 

aux bords). Cette instabilité est d’autant plus 

marquée que la feuille est mince 

• Estimation du taux de compression critique 

– On suppose que tout le stretching est relâché 

après le flambage: 𝐴 ∼ 𝐿 𝛿𝑐  (𝛿 = Δ/𝐿) 

Δ𝑐
2

 

𝐴 

𝑈𝑆 ∼ 𝐸ℎ𝛿𝑐
2 𝑆 

𝑈𝐵 ∼ 𝐸ℎ
3𝜅2𝑆 ∼ 𝐸ℎ3

𝐴

𝐿2

2

𝑆 ∼ 𝐸ℎ3
𝛿𝑐
𝐿2
𝑆 

𝛿𝑐 ∼
ℎ

𝐿

2

 

Δ𝑐
2

 

ℎ ∼ 100 𝜇m 𝐿 ∼ 10 cm → 𝛿𝑐 ∼ 10
−6 
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• On considère une déformation sans étirement 

• La tige se déforme dans un plan 

𝑡  
𝑛 
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𝐿 

𝜃 𝜃 

𝑑ℓ 

𝑑𝑥 

𝑑𝑦 

𝑑𝑥 = 𝑑ℓ cos 𝜃 𝑑𝑦 = 𝑑ℓ sin 𝜃 𝑥, 𝑦 =  cos 𝜃 ℓ′ 𝑑ℓ′
ℓ

0

,  sin 𝜃 ℓ′ 𝑑ℓ′
ℓ

0

, ℓ ∈ [0, 𝐿] 

𝑥 
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𝐿 

𝜃 
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2
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𝜃 

𝑑ℓ 

𝑑𝑥 

𝑑𝑦 

𝜅 =
𝑑2𝑦/𝑑𝑥2

1 + 𝑑𝑦/𝑑𝑥 2 3/2
 

𝑈𝐵 =
𝐵

2
 
𝑑𝜃

𝑑ℓ

2

𝑑ℓ
𝐿

0

 𝐿 − Δ =  cos𝜃 𝑑ℓ
𝐿

0

⇒  1 − cos𝜃 −
Δ

𝐿
𝑑ℓ

𝐿

0
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𝐿

0
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𝑥 

𝑦 

Pour une membrane, 𝑈 est 

une énergie par unité de 

longueur transverse le long 

de l’axe 𝑧 

𝐿 − Δ =  cos𝜃 𝑑ℓ
𝐿

0

⇒  1 − cos𝜃 −
Δ

𝐿
𝑑ℓ

𝐿

0
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– Dépendance de la force critique en fonction des 

paramètres physiques 

– Pour obtenir la constante: calcul exact 
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𝐸𝑅4
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𝐵𝜃′′ + 𝑃 sin 𝜃 ≈ 𝐵𝜃′′ + 𝑃𝜃 = 0    ⇒      𝜃′′ = −𝑘2𝜃     ⇒      𝜃 = 𝐴1 sin 𝑘ℓ + 𝐴2 cos 𝑘ℓ 

Encastré/Encastré: 𝜃 0 = 𝜃 𝐻 = 𝜃 𝐻 2 = 0     ⇒      𝜃 = 𝐴1 sin 𝑘ℓ , 𝑘𝐻 = 2𝑛𝜋 

𝑃

𝐵
=
4𝑛2𝜋2

𝐻2
    ⇒     𝑃 = 𝑛2𝜋3

𝐸𝑅4

𝐻2
    ⇒     𝐶 = 𝜋3 
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– Encastré/Encastré: 𝐶 = 𝜋3 

– Rotule/Rotule: 𝐶 = 𝜋3 4  

– Encastré/Libre: 𝐶 = 𝜋3 16  
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La hauteur des arbres: ordre de grandeur 
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La hauteur des arbres: modèle 

• La hauteur des arbres varie du mètre (arbustes) à la 

centaine de mètre (certains conifères) 

• Intuitivement pour qu’un arbre soit grand il faut que son 

tronc soit large 

 

• Modèle: arbre = cylindre. OK pour arbres des forêts 

• Condition de stabilité: 

 

 

 

• Force due au poids d’une colonne cylindrique: 

 

 

 

 

 

 

• Encastré/libre + poids au sommet: 𝐶′ = 0.536 
• Encastré/libre + poids réparti: 𝐶′ = 0.788 

𝑀𝑔 = 𝐶
𝐸𝑅4

𝐻2
 

𝑀𝑔 = 𝜌𝑔 𝜋𝑅2𝐻 

𝐻 = 𝐶′
𝐸

𝜌𝑔

1/3

𝐷2/3 
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Forêts 



La hauteur des arbres: comparaison 

𝐻 = 0.788
𝐸

𝜌𝑔

1/3

𝐷2/3 

10 ≤ 𝐸 ≤ 12 Gpa 

500 ≤ 𝜌 ≤ 1000 kg/m³ 
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La hauteur des arbres: comparaison 

𝐻 = 0.536
𝐸

𝜌𝑔

1/3

𝐷2/3 

𝐻 =
0.788

3

𝐸

𝜌𝑔

1/3

𝐷2/3 

ℓ𝑔 =
𝐸

𝜌𝑔
→ 𝐻 ℓ𝑔, 𝐷 ℓ𝑔   

Réduction dispersion 



Facteur de sécurité: construction 

𝐻 = 0.536
𝐸

𝜌𝑔

1/3

𝐷2/3 

𝐻 =
0.788

3

𝐸

𝜌𝑔

1/3

𝐷2/3 

• Monument San Jacinto (Texas) 

• Plus haute colonne du monde, 173 m 

• Béton renforcé  

• 𝐸 ∼ 30 Gpa, 𝜌 ∼ 2300 kg/m³ 

• Base de 15 m  

• 𝐷 ∼ 15 m 

 

 

• Facteur 2 de sécurité 

𝐻 ≃ 330 m 



Taille des os longs et masse des corps 

• Stabilité élastique: 

 

 

 

• Masse des os en fonction de la 

masse total: hypothèse de 

McMahon (masse des os est une 

fraction de la masse total) 

 

𝑀𝑔 = 𝐶
𝐸𝑅4

𝐿2
 

𝜌𝜋𝐿𝑅2 = 𝐾𝑀 
𝐿 

𝐷 
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• Masse des os en fonction de la 

masse total: hypothèse de 

McMahon (masse des os est une 
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𝑀𝑔 = 𝐶
𝐸𝑅4
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𝜌𝜋𝐿𝑅2 = 𝐾𝑀 

𝐷 = 2
𝐾2

𝐶𝜋2

1/8
𝑔

𝐸𝜌2

1/8

𝑀3/8 

𝐿 =
𝐶𝐾2

𝜋2

1/4
𝐸

𝑔𝜌2

1/4

𝑀1/4 

𝐿 

𝐷 



Taille des os longs et masse des corps 

 

 

• Les scalings obtenus sont OK 

pour les animaux suffisamment 

gros 

𝐷 ∼ 𝑀3/8 𝐿 ∼ 𝑀1/4 



Taille des os longs et masse des corps 

 

 

• Les scalings obtenus sont OK 

pour les animaux suffisamment 

gros 

• Si on calcule les coefficients 

avec 

 

 

 

• On trouve 

 

 

 

• Marge de sécurité sur 𝐿 et pas 

sur 𝐷 

𝐷 ∼ 𝑀3/8 𝐿 ∼ 𝑀1/4 

𝜌 ≃ 2000 kg/m³ 𝐸 ≃ 20 GPa 

𝐷 = 4 𝑀3/8 

𝐿 = 100 𝑀1/4 

𝐾 ≃ 0.1 𝐶 = 𝜋3/4 

𝐷 = 6.7 𝑀3/8 

𝐿 = 1400 𝑀1/4 



Le scaling des clous 

• Pour une longueur donnée, 𝐿: 

• Si diamètre trop petit, flambage 

• Si diamètre trop gros, difficulté à enfoncer le clou 

• Existence d’un diamètre « optimal » 



Le scaling des clous 

• Pour une longueur donnée, 𝐿: 

• Si diamètre trop petit, flambage 

• Si diamètre trop gros, difficulté à enfoncer le clou 

• Existence d’un diamètre « optimal » 

• Obtenu empiriquement au fil du temps 

𝐿 (mm) 

𝐷 (mm) 𝐿 = 17.2 ± 0.9 𝑥1.29±0.03 

Pente 1 



Le scaling des clous 

• Pour une longueur donnée, 𝐿: 

• Si diamètre trop petit, flambage 

• Si diamètre trop gros, difficulté à enfoncer le clou 

• Existence d’un diamètre « optimal » 

• Obtenu empiriquement au fil du temps 

𝐿 (mm) 

𝐷 (mm) 𝐿 = 17.1 ± 0.6 𝑥1.30±0.02 

Pente 1 



Le scaling des clous 

• Pour une longueur donnée, 𝐿: 

• Si diamètre trop petit, flambage 

• Si diamètre trop gros, difficulté à enfoncer le clou 

• Existence d’un diamètre « optimal » 

• Obtenu empiriquement au fil du temps 

𝐿 (mm) 

𝐷 (mm) 𝐿 = 17.1 ± 0.6 𝑥1.30±0.02 

Pente 1 

• Flambage: 𝐹𝐵 ∼ 𝐷
4/𝐿2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Friction: 𝐹𝐹 ∼ 𝐷 
 

• 𝐿 ∼ 𝐷3/2 

𝐹𝐹 
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Plan 

• Introduction: 

– Patterns naturels 

– Patterns induit par des forces mécaniques 

 

• Notions d’élasticité 

 

• Tige/membrane libre sous contrainte: 

– Stabilité d’une tige élastique (1D) 

– Hiérarchie de plis (2D) 

 

• Membrane confinée sur substrat: influence de la rhéologie 

– Substrat liquide 

– Substrat élastique 

 



Hiérarchie de plis: les rideaux 



Hiérarchie de plis: observations 

• Une déformation périodique de longueur 

d’onde 𝜆 est imposée en un bord 

• Cette longueur d’onde n’est pas préservée le 

long du rideau: brisure spontanée de symétrie 

 



Hiérarchie de plis: observations 

• Une déformation périodique de longueur 

d’onde 𝜆 est imposée en un bord 

• Cette longueur d’onde n’est pas préservée le 

long du rideau: brisure spontanée de symétrie 

 
𝑊 
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Δ 
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𝜆 
Déformation imposée 

Pas d’étirement latéral 

Configuration favorable 

énergétiquement loin du 

bord 



Hiérarchie de plis: observations 

• Une déformation périodique de longueur 

d’onde 𝜆 est imposée en un bord 

• Cette longueur d’onde n’est pas préservée le 

long du rideau: brisure spontanée de symétrie 

 
Diminution du nombre de plis pour 

minimiser l’énergie de courbure (moteur) 

 

Fusion de deux plis 𝜆 en un pli 2𝜆 
 

Distorsion/stretching de la feuille (frein) 

 

Existence d’une longueur de transition 

𝐿(𝜆) optimale 

 

Pattern complet = auto-assemblage de 

ces zones de transition (wrinklon) 

 

𝐿(𝜆) 



Hiérarchie de plis: idée de base 

• Une déformation périodique de longueur 

d’onde 𝜆 est imposée en un bord 

• Cette longueur d’onde n’est pas préservée le 

long du rideau: brisure spontanée de symétrie 

 
Pattern complet = auto-assemblage de 

ces zones de transition (wrinklon) 

 

Lien entre 𝐿(𝜆) et 𝜆(𝑥) ? 
 

𝐿 𝜆  est la distance sur laquelle 𝜆 → 2𝜆 
 

 

 

 

 

Connexion entre structure locale et 

structure globale 

 

𝐿(𝜆) 
𝑑𝜆

𝑑𝑥
=
𝜆

𝐿(𝜆)
 



Hiérarchie de plis: mesures 

• Comment évolue 𝜆 avec 𝑥 ? 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

• Feuille sans tension: 𝜆 ∼  𝑥2/3 

• Feuille avec tension: 𝜆 ∼  𝑥1/2 

 

𝑥 

𝜆(𝑥) 



Hiérarchie de plis: mesures 

• Comment évolue 𝐿(𝜆) avec 𝜆 (sans tension) ? 

 

 

𝑥 

𝜆(𝑥) 

𝐿

𝜆
∼  
𝐴

ℎ

1/2

 𝐴 ∼ 𝜆 𝛿 

𝐿 ∼ 𝜆3/2 



Hiérarchie de plis: mesures 

• Est-ce que les mesures valident l’idée que la 

structure globale peut se comprendre comme 

un assemblage de zones de transition ? 

 

• Taille du wrinklon: 𝐿 ∼ 𝜆3/2 

 

• Evolution de 𝜆 prévue: 

 

• La solution est: 𝜆 ∼ 𝑥2/3 

 

• En accord avec l’évolution mesurée 

 

• A ce stade, on doit connaitre l’expression de 

𝐿(𝜆) en fonction des paramètres du système 

 

 

 

𝑥 

𝜆(𝑥) 

𝑑𝜆

𝑑𝑥
=
𝜆

𝐿(𝜆)
 



Hiérarchie de plis: taille du wrinklon (sans tension) 

2𝜆 

2𝐴 

𝜆 

𝐴 

𝑥 𝑦 
𝐿 

𝜌 

𝛼 

𝑈𝐵 ∼ 𝐸ℎ
3𝜅2𝑆 𝑈𝑆 ∼ 𝐸ℎ 𝛿

2𝑆 

𝜅 ∼  
𝐴

𝜆2
 𝛿 ∼  

𝐴2

𝐿2
 

𝑆 ∼ 𝐿𝜆 𝐴 ∼ 𝜆 𝛿 

𝑈 = 𝑈𝐵 + 𝑈𝑆 ∼ 𝐸ℎ
3
𝛿

𝜆

2

𝐿𝜆 + 𝐸ℎ 
𝜆2𝛿

𝐿2

2

𝐿𝜆 

𝑈 ∼ 𝐸ℎ3 𝛿 𝜆−1 𝐿 + 𝐸ℎ 𝛿2 𝜆5 𝐿−3 

𝜕𝑈

𝜕𝐿
= 0 ⇒ 𝐿 ∼  

𝛿1/4 𝜆3/2

ℎ1/2
 

𝑑𝜆

𝑑𝑥
=
𝜆

𝐿(𝜆)
⇒ 
𝜆 𝛿1/6

ℎ
∼  
𝑥

ℎ

2/3

 



Hiérarchie de plis: taille du wrinklon (sans tension) 

2𝜆 

2𝐴 

𝜆 

𝐴 

𝑥 𝑦 
𝐿 

𝜌 

𝛼 

𝑈𝐵 ∼ 𝐸ℎ
3𝜅2𝑆 𝑈𝑆 ∼ 𝐸ℎ 𝛿

2𝑆 

𝜅 ∼  
𝐴

𝜆2
 𝛿 ∼  

𝐴2

𝐿2
 

𝑆 ∼ 𝐿𝜆 𝐴 ∼ 𝜆 𝛿 

𝜆 𝛿1/6

ℎ
∼  
𝑥

ℎ

2/3

 𝜆 𝛿1/6

ℎ
= 2.89 

𝑥

ℎ

2/3

 

𝑥/ℎ 

𝜆𝛿
1
6

ℎ
 



Hiérarchie de plis: taille du wrinklon (avec tension) 

2𝜆 

2𝐴 

𝜆 

𝐴 

𝑥 𝑦 
𝐿 

𝜌 

𝛼 

𝑈𝐵 ∼ 𝐸ℎ
3𝜅2𝑆 𝑈𝑇 ∼ 𝑇 𝛿 𝑆 

𝜅 ∼  
𝐴

𝜆2
 𝛿 ∼  

𝐴2

𝐿2
 

𝑆 ∼ 𝐿𝜆 𝐴 ∼ 𝜆 𝛿 

𝑈 = 𝑈𝐵 + 𝑈𝑆 ∼ 𝐸ℎ
3
𝛿

𝜆

2

𝐿𝜆 + 𝑇
𝜆2𝛿

𝐿2
 𝐿𝜆 

𝑈 ∼ 𝐸ℎ3 𝛿 𝜆−1 𝐿 + 𝑇 𝛿 𝜆3 𝐿−1 

𝜕𝑈

𝜕𝐿
= 0 ⇒ 𝐿 ∼  

 𝜆2

ℎ

𝑇

𝐸ℎ

1/2

 
𝑑𝜆

𝑑𝑥
=
𝜆

𝐿(𝜆)
⇒ 
𝜆

ℎ
∼  
𝐸ℎ

𝑇

1/4
𝑥

ℎ

1/2

 



Hiérarchie de plis: taille du wrinklon (avec tension) 

2𝜆 

2𝐴 

𝜆 

𝐴 

𝑥 𝑦 
𝐿 

𝜌 

𝛼 

𝑈𝐵 ∼ 𝐸ℎ
3𝜅2𝑆 𝑈𝑇 ∼ 𝑇 𝛿 𝑆 

𝜅 ∼  
𝐴

𝜆2
 𝛿 ∼  

𝐴2

𝐿2
 

𝑆 ∼ 𝐿𝜆 𝐴 ∼ 𝜆 𝛿 

𝜆

ℎ
∼  
𝐸ℎ

𝑇

1/4
𝑥

ℎ

1/2

 

𝜆

ℎ
= 2.85 

𝐸ℎ

𝑇

1/4
𝑥
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1/2

 
𝜆

ℎ
 

𝑥 ℎ 𝐸ℎ 𝑇 1/2 



Hiérarchie de plis: scaling (avec tension) 

𝐿 ∼  
 𝜆2

ℎ

𝑇

𝐸ℎ

1
2
∼ 𝜆2 



Hiérarchie de plis: scaling 

𝜆0, 𝐿(𝜆0) 

𝜆1 = 2𝜆0, 𝐿 𝜆1 = 4𝐿(𝜆0) 

𝐿 ∼  
 𝜆2

ℎ

𝑇

𝐸ℎ

1
2
∼ 𝜆2 



Hiérarchie de plis: scaling 

𝜆0, 𝐿(𝜆0) 

𝜆1 = 2𝜆0 
𝐿 𝜆1 = 4𝐿(𝜆0) 

𝐿 ∼  
 𝜆2

ℎ

𝑇

𝐸ℎ

1
2
∼ 𝜆2 



Hiérarchie de plis: scaling 

𝜆0, 𝐿(𝜆0) 

𝐿 ∼  
 𝜆2

ℎ

𝑇

𝐸ℎ

1
2
∼ 𝜆2 

𝑊/2 

𝐿/4 



Hiérarchie de plis: scaling 

𝜆0, 𝐿(𝜆0) 

𝐿 ∼  
 𝜆2

ℎ

𝑇

𝐸ℎ

1
2
∼ 𝜆2 

𝑊/2 

𝐿/4 



Hiérarchie de plis: scaling 



Hiérarchie de plis: scaling 

Fusion 



Hiérarchie de plis: rideaux du salon 

• Longueur d’onde constante le long du rideau: 

 

– Longueur d’onde grande comparée à l’épaisseur du 

rideau. La longueur de transition est plus grande que la 

longueur du rideau.  

 

 

 

 

• Des poids étaient parfois ajoutés pour lester les rideaux: 

 

– Cela permet de passer en régime sous tension où la 

longueur de transition est plus grande pour une longueur 

d’onde donnée. Cela évitait les transitions et permettait 

de maintenir une longueur d’onde constante (considéré 

comme esthétiquement plus joli) 

𝐿 ∼  
 𝜆2

ℎ

𝑇

𝐸ℎ

1/2

 𝐿 ∼  
Δ1/4 𝜆3/2

ℎ1/2
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