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Chapter 1

Ma vie, mon oeuvre

EN BREF:

Je me présente dans ce chapitre et pour aller au plus vite, voila qui je suis: Agnes Maurel, née le
21 Novembre 1968, j’ai passé ma thése en 1994 sur un probleme d’instabilité et sous la direction
de Jose Eduardo Wesfreid au Laboratoire HMP de 'ESPCI. J’ai traversé la cours de 1’école en
1996 pour rejoindre ’équipe de Mathias Fink au Laboratoire Ondes et Acoustique en tant que
chargée de recherche au CNRS, section 5, aprés un crochet postdoctoral a Standford et a Santiago
du Chili. Je retraverse depuis régulierement la cours de 1’école dans le cadre d’une collaboration
avec le laboratoire HMP et 1’ Atlantique dans le cadre d’une coopération internationale avec F. Lund

a Santiago du Chili.

Jai enseigné depuis 1993, essentiellement au cours de mes deux années d’ATER (1993/1995) a'UFR
de Mécanique de I’Université Paris 6. J’enseigne depuis a 'ESPCI dans le cadre de préceptorat, a
I'université Paris 7 dans le cadre de cours de 1’école doctorale et depuis Septembre 2004 a ’Ecole

Polytechnique en tant que professeur chargée de cours a temps incomplet en Mécanique.

J’ai co-encadré depuis 1996 le travail de these de deux étudiants et un post-doc et suis actuellement

co-directrice de these de deux étudiants.
J’ai co-organisé deux colloque et trois écoles.

Je participe a deux GdR, feu le GdR Turbulence et le tout jeune GdR US. Je participe a des
projets soutenus par le CNRS ou le Ministere de la Recherche (ATIP en 2001 et 2002, coopération
internationale de 2001 & 2004, Projet jeunes chercheurs en 2000, Programme ECOS depuis 2005).

Je suis co-éditeur de deux ouvrages et co-auteur de 25 articles publiés; les groupes auxquels j’appartiens

ont participé a beaucoup... beaucoup de congres.

Je vous invite a la lecture de ce chapitre si vous souhaitez plus de détails.
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Chapter 2

Interaction son-écoulement

EN BREF:

L’activité hydrodynamique au laboratoire est née de l'interrogation suivante: quel milieu brise
Iinvariance par renversement du temps ? Un fluide en mouvement semblait un bon candidat et
P. Roux a lancé cette activité en 1994. Grace a deux miroirs a retournement temporel placés de
part et d’autre de ’écoulement, il a pu mesurer la tres faible déformation d’un front d’onde plan
liée a la présence d’un tourbillon dans le milieu et relier cette déformation aux caractéristiques du
vortex: taille, intensité et position. Il a ainsi montré que le “double MRT” permettait une mesure

non-intrusive de vorticités treés faibles.

Depuis 1996, j’ai continué cette activité. Dans le cadre de la these de Sébastien Manneville, nous
avons mis au point une technique de reconstruction du champ de vitesse d’un tourbillon a partir de
Panalyse de la déformation du front d’onde [Publication Eur. Phys. J. B, 9: 545-549 (1999) jointe
en annexe A].

En 1998, j’ai commencé a m’intéresser, avec P. Petitjeans, au cas de “vortex étirés”, c’est-a-
dire de zones rotationnelles soumises a un fort gradient axial de vitesse (ou “étirement”). Cette
collaboration nous a permis de perfectionner notre outil de mesure mais aussi d’obtenir de nouveaux
résultats sur des problemes tres actuels en hydrodynamique. Dans un premier temps, nous avons
testé la qualité des mesures par le “double MRT” sur un canal hydrodynamique basse vitesse générant
un vortex par étirement de la couche limite. Un résultat important sur cet écoulement est la
reconstruction bidimensionnelle du champ de vitesse du tourbillon au cours de son advection dans le
canal [Publications Phys. of Fluids, 11(11): 3380 - 3389 (1999) et dans “Structure and dynamics of
vortices”, Springer-Verlag, ed. A. Maurel & P. Petitjeans, 231-240 (2000)]. Ce travail est développé

dans la section 2.3.

Nous avons congu en 1999 une nouvelle expérience de vortex étiré en milieu semi-infini permettant de

s’affranchir pratiquement des conditions aux bords de ’expérience et de controler indépendamment

19
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tous les parametres du vortex (rotation, étirement, longueur). Long d’une dizaine de centimeétres,
le filament de vorticité obtenu est tres intense et possede un cceur trés fin. Le rayon de cette
véritable tornade, d’environ un millimetre, est de I'ordre de la longueur d’onde acoustique. Dans ce
cas, I'onde ultrasonore incidente sur le vortex est non seulement déformée par le champ de vitesse
de T’écoulement mais aussi diffusée par le ceeur du vortex. L’analyse de la déformation du front
d’onde nous donne alors la circulation et la taille du vortex. Cette derniére quantité est obtenue
en comparant la déformation du front d’onde obtenu expérimentalement & celle obtenue par des
simulations numériques [Publication Phys. Rev. E, 63: 036607 (2001) jointe en annexe B]. Ce

travail est développé dans la section 2.4.

L’ensemble de ce travail correspond & une collaboration étroite (et sympatique) que j’ai démarré
en 1998 avec Philippe Petitjeans. Les travaux que je présente dans ce chapitre ont été réalisés dans
le cadre des theses de Sébastien Manneville au LOA et de Frédéric Bottausci au HMP. Ce travail
a regu le soutien du Ministere de la Recherche dans le cadre du projet ATIP jeunes chercheurs
“Dynamique de structures tourbillonaires et interaction son-vorticité” dont j’ai la responsabilité
avec Philippe Petitjeans.

C’est également au cours de ces années et motivée par les problemes (et parfois les solutions !)
que nous avons rencontrés que j’ai co-organisé, avec Philippe Petitjeans, un colloque “Structure
et Dynamique de vortex” en 1997 et une école a I'Institut Scientifique de Cargese sur le theme
“Interaction Son- Ecoulement” en 2000, avec Yves Aurégan, Vincent Pagneux et Jean-Francois
Pinton. C’est également dans le cadre de cette activité que j’ai participé au projet jeune équipe du

CNRS/SPI de 2000 & 2003, piloté par Vincent Pagneux sur le theme “couplage acoustique vorticité”.

PUBLICATIONS SUR CE SUJET:

e S. Manneville, A. Maurel, P. Roux & M. Fink, Characterization of a large vortex using time-

reversal mirrors, Eur. Phys. J. B, 9: 545-549 (1999), Publication jointe en annexe A.

e S. Manneville, J.H. Robres, A. Maurel, P. Petitjeans & M. Fink, A new acoustic technique
for vortex dynamics investigation, Phys. of Fluids, 11(11): 3380 - 3389 (1999).

e S. Manneville, A. Maurel, F. Bottausci & P. Petitjeans, Acoustic characterization of a stretched
vortex in an infinite medium, dans “Structure and dynamics of vortices”, Springer-Verlag, ed.

A. Maurel & P. Petitjeans, 231-240 (2000).

e S. Manneville, P. Roux, M. Tanter, A. Maurel, M. Fink, F. Bottausci & P. Petitjeans, Scatter-
ing of sound by a vorticity filament: an experimental an numerical investigation, Phys. Rev.

E, 63: 036607 (2001), Publication jointe en annexe B.
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2.1 Introduction

L’étude de la structure et de la dynamique de tourbillons est un théme de recherche actif.
En effet, ces structures qui concentrent la vorticité, ont été observées aussi bien en régime

laminaire qu’en régime turbulent ou elles jouent un role important.

Expérimentalement, elles sont difficiles a caractériser car elles sont instationnaires a
variations rapides, et sont le lieu de forts gradients de vitesse sur une taille caractéristique
tres petite (typiquement de l'ordre du millimetre). Pour caractériser leur structure et leur
dynamique, il faut donc obtenir une mesure globale, non intrusive et a grande fréquence
d’acquisition. Pour cela, les techniques classiques sont insatisfaisantes. La Velocimétrie
Doppler Laser ou les sondes a fil chaud sont des mesures locales et nécessitent I’ensemencement
de I’écoulement, ce qui pose un autre probleme: a cause des forts gradients de vitesses, les

particules migrent, laissant des zones vides de particules o la mesure n’est pas possible.

L’outil acoustique permet de résoudre certains de ces problemes et offre une alterna-
tive intéressante pour la caractérisation d’écoulement. Parce que le milieu en mouvement
modifie la propagation de 'onde, cette derniére conserve une trace du champ de vitesse
traversé. Différentes méthodes ont été proposées dans la littérature. Notamment, Fernando
Lund a montré dans les années 80 qu’une mesure ultrasonore du champ de vorticité était
possible en établissant une relation directe entre le champ de pression diffusée p(r,t) et les
composantes spectrales du champ de vorticité w(k,t) [1, 2, 3]. Cette relation a été vérifiée
expérimentalement par Baudet & al. pour un écoulement de Benard- Von Kérman dans
Pair [4, 5] et utilisée par Oljaca & al. [6] dans une expérience de jet. Cette technique,
présente I'avantage de donner acces au champ bidimensionnel de vorticité w(r,t) lorsque la
pression est mesurée sur une distribution r suffisante. Par définition donc, elle nécessite la
mesure simultanée de la pression en un nombre de points de mesure dont le nombre et la

répartition peuvent étre délicats a prévoir.

La technique que nous avons développée avec le dispositif des doubles MRT consiste
a analyser la déformation du front d’onde A¢(x) recueillie par un ensemble de récepteurs
placés sur une barrette linéaire (de direction x) apres traversée du champ de vitesse u(r)
[7] (Annexe A), [8]. L’information que nous recueillons est le résultat de effet cumulé du
champ de vitesse sur 'onde au cours de sa propagation et la difficulté consiste a traiter le
probléeme inverse, c’est-a-dire de reconstruire u(r) a partir de la mesure de A¢(z). Lorsque

cela n’est pas possible, on espere avoir des informations globales sur I’écoulement traversé
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(dans le cas d’un tourbillon, sa taille, sa position et sa circulation) [9, 10].

Je parlerai dans la section 2.2 du principe des Miroirs a Renversement Temporel, et
notamment du dispositif des “Doubles Miroirs & Retournement Temporel” que nous avons
utilisé dans nos expériences. Les premieres expériences que nous avons réalisées au LOA
concernaient la caractérisation d’un tourbillon de vidange. Cette expérience nous a permis
de mettre au point le dispositif des doubles MRT en mode itératif et de tester notre technique
de reconstrction du champ de vitesse. Je vous renvoie a la publication dans Europhys. Lett.
que nous avons publié sur ce sujet [7] (reportée en Annexe A).

Les deux sections 2.3 et 2.4 sont relatives aux résultats que nous avons obtenus sur deux

expériences différentes:

La premiere consiste en un canal hydrodynamique basse vitesse dans lequel un vortex
(stationnaire ou instationnaire) est généré par décollement de la couche limite et amplifié
par l'application d’un étirement axial. Ce vortex, “emblématique” du Laboratoire HMP
qui lui a donné la vie, a été étudié depuis de nombreuses années par Philippe Petitjeans. Sa
taille typique est de quelques millimetres et il a été un excellent candidat pour nos mesures
ultrasonores puisque son interaction avec une onde ultrasonore peut étre décrite dans le
cadre de 'acoustique géométrique. Nous avons pu traiter le probleme inverse en utilisant
I'axisymétrique du tourbillon. D’autres techniques, comme celle de suivie bidimensionnelle
de la trajectoire du vortex, ont permis de caractériser tres précisément sa structure et sa

dynamique.

En 1998, nous avons congu avec Philippe Petitjeans une nouvelle expérience que nous
avons baptisé les doubles aspirateurs rotatifs. Notre soucis était le suivant: générer un
tourbillon dans un milieu infini, ce qui permait de s’affranchir des problémes de condi-
tions de bord. Nous souhaitions par ailleurs pouvoir controler les parametres du tourbillon
(étirement, rotation et longueur) indépendemment. C’est chose faite avec ce nouveau dis-
positif !

Les tourbillons observés ici sont beaucoup plus intenses que dans le canal. Nous car-
ressions 1'idée d’appliquer notre outil acoustique fraichement testé sur le canal & ce nou-
veau dispositif mais nous avons rencontré un probleme qui, s’il débouche sur des questions
d’acoustique tres intéressantes, mettait a mal notre technique de mesure: avec une taille de
tourbillon inférieur au millimetre, 'interaction de I'onde avec le tourbillon n’est plus décrite

correctement dans le cadre de 'acoustique géométrique. L’onde incidente est diffusée par le
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coeur du tourbillon, qui est vu comme une inhomogénéité de la taille de la longueur d’onde
ultrasonore. Nous avons alors revu a la baisse notre ambition de traiter le probléme inverse
puisque l'interaction son - écoulement dans ce cas reste aujourd’hui un probléme ouvert.
Nous avons cependant pu obtenir différents résultats quantitatifs qui sont présentés dans la

section 2.4 et développés dans la publication jointe en annexe B.

2.2 Les Miroirs a Retournement Temporel

Le laboratoire Ondes et Acoustique a développé depuis de nombreuses années la technique
de renversement temporel qui a été appliqué avec succes a de nombreux domaines comme
le controle non destructif ou la lithotripsie. L’idée est fondée sur 'invariance de 1’équation
d’onde par inversion du signe du temps: soit un point source émettant une onde cylindrique
a travers un milieu inhomogene vers un ensemble de récepteurs. Ces récepteurs enreg-
istrent les signaux et ré-émettent un signal dans lequel la chronologie a été inversée (les
récepteurs “retournent” le signal). Il a été montré expérimentalement au laboratoire que
londe réémise (renversée) refocalise vers le point source méme si une partie de I'information
a été perdue puisque les transducteurs (répartis sur une barrette appelée Miroir & Renverse-
ment Temporel, MRT) n’entourent pas complétement la source. Tout se passe comme si

I'onde “revivait” sa vie dans une chronologie inversée.

Considérons maintenant une onde émise plane. Ceci est réalisé a ’aide d’un ensemble de
transducteurs répartis sur le MRT. A nouveau, au passage a travers un milieu inhomogene,
le front d’onde, initialement plan, subit une déformation. Plagons en vis a vis du MRT
émetteur, un autre MRT fonctionnant en récepteur: ce dernier enregistre 1'onde et la re-
tourne temporellement. Comme dans le cas précédent, on observe que l'onde ainsi générée
revit sa vie antérieure, c’est-a-dire qu’elle retrouve sa forme plane en sortie du milieu. Ce

mécanisme est illustré en Fig. 2.1(a).

Ce processus est il toujours vérifié 7 En fait, bien sir non. Lorsque le milieu est
dissipatif, I'invariance par renversement du temps est perdue. Ce type de milieux est étudié
au laboratoire pour essayer de compenser les pertes et de retrouver la focalisation; c’est par
exemple le cas de ’étude de la focalisation a travers le crane menée au LOA par Mickael
Tanter. D’autres milieux brisent I'invariance par renversement du temps: ce sont les milieux
pour lesquels leffet de I'inhomogénéité sur I'onde dépend de la direction de propagation,

c’est-a-dire des inhomogénéités vectorielles par opposition a celles scalaires. C’est le cas des
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écoulements pour lesquels c’est le champs de vitesse de ’écoulement qui agit sur ’onde.

(a)

Time Reversal

|| il
ITime:—Reversal Mirror2: ] |:> ITime—Reversal Mirror:2 l

z Q N 7
7, AN N -
I J |

Time-Reversal:Mirror 1 | Time-Reversal Mirror 1

(b)

Time Reversal

i L
ITime'—Reversal Mirror2: ] |:> ITime-Reversal Mirror:2 I

Figure 2.1: Principe des Mirroirs a Retournement Temporel (a) dans un milieu immobile: on
observe l'invariance par renversement du temps, (b) en présence d’un vortex: I'invariance est brisée
et la déformation de I'onde est amplifiée

Que se passe-t-il dans ce cas 7 L’onde émise ne retrouve pas sa forme initiale apres
retournement temporel; au contraire, l'effet de I’écoulement sur 'onde s’amplifie, comme
illustré en Fig. 2.1(b) pour un tourbillon insonifié par une onde plane. Heuristiquement,
les rayons acoustiques qui rencontrent la partie gauche du tourbillon sont accélérés et ils
atteignent les premiers le récepteur en face. Les rayons qui traversent la partie gauche du
tourbillon sont, eux, ralentis et atteignent avec retard les récepteurs. Dans le processus
de renversement temporel, la partie du signal recue en premier, a gauche, est renvoyée en
dernier et va croiser, lors de sa propagation retour, un champ de vitesse qui, cette fois,
la ralentit. De fagon symétrique, la partie gauche du signal, renvoyée en premier dans le

processus de RT, traverse au retour un champ de vitesse qui 'accélere. La distorsion du



2.3. LA CARACTERISATION DE TOURBILLONS DANS LE CANAL HYDRODYNAMIQUE25

front d’onde est amplifiée par le processus de RT.

Nous dirons donc que les doubles MRT sont utilisés en mode itératif lorsque le processus
de RT est itéré de fagcon a augmenter l'effet de ’écoulement sur 'onde. Je vous renvoie a
la lecture de l'article “Characterization of a large vortex using time-reversal mirrors”, Eur.
Phys. J. B, 9: 545-549 (1999), publié & ce sujet lors des premieéres expériences que nous

avons effetuées sur un vortex de vidange et reproduit ici en section A.

2.3 La caractérisation de tourbillons dans le canal hydrody-

namique

2.3.1 Le canal hydrodynamique

Le dispositif du canal hydrodynamique est le suivant. Un écoulement laminaire est généré
dans un canal hydrodynamique & partir d’'une cuve a niveau constant. Le canal, en Plex-
iglass, est long de 2 m. Il est composé de deux sections: la premiere sert a générer un
écoulement laminaire et la seconde correspond a la zone d’étude. L’eau rentre dans la
premiere section a travers des petits trous de facon a éviter des effets de jets. Elle traverse
ensuite un ensemble divergent- pailles -convergent (les pailles placées parallellement a la di-
rection de I’écoulement permettent de “casser” des -éventuelles- grosses structures générées
par le divergent) et débouche finalement dans la section d’étude, de 12 cm de large et 7 cm
de haut.

L’objectif de cette premiere section est de produire un écoulement laminaire bien controlé.

La seconde section, celle d’étude, est une section droite, longue de 60 cm (Fig. 2.2). A
mi hauteur, on a percé des trous sur les parois latérales. Ces trous permettent de produire
une aspiration de I’écoulement. A Dextrémité de la section d’étude, I'eau est évacuée a

travers un systéme de pesée qui permet une mesure tres précise du débit.

!

§7cm

Figure 2.2: Section d’étude
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Dans la premiere moitié de la section d’étude (avant les trous latéraux), 1’écoulement
laminaire produit une couche limite aux parois. Aussi, 'aspiration par les trous produit-
elle une amplification de la vorticité des couches limites sur les parois horizontales (du
haut et du bas). Si laspiration était réalisée également sur tous les trous, on observerait
une amplification de la vorticité (qui peut conduire & 'apparition d’un tourbillon) de signe
opposé sur les parois du haut et du bas. Dans les expériences qui nous intérressent, on a
imposé une aspiration uniquement a travers les trous proches de la paroi du bas de sorte
qu’on observe la formation d’un unique tourbillon (une visualisation du tourbillon est insérée

sur la Fig. 2.2).

2.3.2 Les régimes de tourbillons

Lorsque le tourbillon est généré, on observe différents régimes suivant les valeurs des parametres
de controle: le débit a la sortie du canal (débit en aval) et le débit d’aspiration. Je ne rentre
pas dans le détail du diagramme de phase de ces régimes mais on peut dire qu’il existe en
gros deux régimes:

Pour de faibles débits en aval, le vortex reste stable, a peu pres stationnaire, attaché a
ses deux extrémités aux trous d’aspiration.

Lorsque le débit en aval dépasse un seuil critique, le vortex est entrainé par I’écoulement
moyen jusqu’a ce qu’il “casse”, c’est-a-dire qu’il se détache a ses extrémités des trous
d’aspiration. Cette séparation est “violente” et elle entraine I’explosion du vortex (I’étude
de cette explosion est développée dans le chapitre 3 suivant). Une fois détaché des trous
d’aspiration, la structure résultante est advectée par ’écoulement moyen, ce qui permet a
nouveau tourbillon de se former a l’endroit de 'aspiration. Un processus périodique est

ainsi créé: formation, explosion et advection des tourbillons.

2.3.3 La mesure ultrasonore

Notre technique de mesure ultrasonore est fondée sur 'interaction entre une onde acoustique
et I’écoulement dans le cadre de 'acoustique géométrique. Deux barrettes de 64 transduc-
teurs (MRT) fonctionant & une fréquence centrale de 3.5 MHz sont utilisées, placées de part
et d’autre du canal dans le plan de section du tourbillon (Fig. 2.3). Chaque transducteur a
une taille de A\/2 (ou A = 0.42 mm est la longueur d’onde ultrasonore) suivant z (direction

de la barrette) et une longueur de 10 mm (direction z). Le champ acoustique est supposé



2.3. LA CARACTERISATION DE TOURBILLONS DANS LE CANAL HYDRODYNAMIQUE27

bidimensionnel dans le plan (z,y), perpendiculaire & la plus grande dimension des trans-
ducteurs. Le MRT génere donc une onde plane quand tous les transducteurs émettent et
une onde cylindrique quand un seul transducteur du MRT émet.

Chaque transducteur peut fonctionner en mode d’émission ou de réception et le systeme

électronique qui pilote la barrette permet de renverser temporellement 1’onde.

(b)

o

2t > [Time Reversal Miror2

Vortex

Time-Reversal- Mirror:1

Suction hole | | @ Q2

Dye injection

Figure 2.3: Dispositif des doubles MRT dans le canal

Le contexte de l'interaction onde - tourbillon est le suivant. Avec une taille de coeur du
tourbillon de I'ordre de 5 mm grande devant la longueur d’onde ultrasonore (A = 0.42 mm)
et une vitesse caractéristique U de I’écoulement de I'ordre de 10 cm.s™! (soit un nombre de
Mach M =U/c ~ 1074, o1 c est la vitesse du fluide dans le fluide au repos), I'approximation
de 'acoustique géométrique peut étre utilisée.

Dans ces conditions, ’écoulement a deux effets sur 'onde, au premier ordre en M:

Le premier effet, de réfraction, est du a la vorticité w de ’écoulement qui modifie lo-
calement la direction de propagation de ’onde, donnée par la direction n a travers la loi:
dn/dt = w An. Si D est la distance entre les deux MRT, la déflection résultante produit
un déplacement dx entre la position z du transducteur émetteur et celle du transducteur
récepteur d’un ordre de grandeur dxz ~ M /D. Dans le canal, la distance D = 12 c¢m, ce qui
donne 6z ~ 1072 mm. Notre résolution spatiale étant donnée par la distance entre deux
transducteurs, soit 0.42 mm, on s’attend a ce que les effets de réfraction soient négligeables
jusqu’a environ 40 processus de renversement temporel. On suppose donc une propagation
rectiligne des rayons acoustiques.

Le second effet est du a la modification de la vitesse locale v de 'onde par la vitesse u de

I’écoulement: v = c+u.n. Le décalage en temps du signal acoustique apres une traversée de
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P’écoulement est donné par §t ~ M L/c, ou L est la longueur caractéristique de 1’écoulement.
Dans le canal, L correspond & la taille du tourbillon d. Les décalages en temps sont calculés
par transformée de Fourier des signaux acoustiques et la résolution est fixée par le niveau
du bruit électronique §t. ~ 1079 s, ce qui permet des mesures de vitesses dans le fluide de

Pordre de 10 cm/s, ce seuil étant abaissé lorsqu’on utilise les MRT en mode itératif.

Dans notre expérience, la procédure suivante a été utilisée.

Les deux MRT, que nous notons arbitrairement MRT; et MRT9 sont placés comme indiqué
sur la Fig. 2.3. Ils émettent simultanément deux ondes planes qui se propagent en sens
opposé. Sia(x) est le signal requ par le MRTy quand MRT; émet et Sai(z) est le signal
recu par le MRT; quand MRT5 émet. Ces signaux sont renversés temporellement et simul-
tanément renvoyés par les deux MRT. La différence de phase A¢(x) est alors construite

comme suit:

Une mesure “a blanc” est réalisée dans laquelle I’écoulement est au repos. Les temps de
vol 9, et tJ; sont enregistrés. En absence d’écoulement, 'onde reste théoriquement plane.
Cependant, a cause de la taille finie des transducteurs, le front d’onde est déformé a chaque
aller-retour a travers le milieu. Ces temps de vol sont soustraits aux temps de vol 12 et t91

enregistrés en présence de I’écoulement, ce qui conduit aux retards dt1o et dto;.

Les retards dt12 et dto1 ne correspondent pas aux seuls effets de I’écoulement: ils peuvent
contenir les effets d’inhomogénéités scalaires comme la température. Une possibilité pour
compenser les effets scalaires est de mesurer ces retards aprés un nombre pair de traversées
de l'onde a travers I’écoulement. Une autre possibilité, que nous avons retenue ici, consiste
a effectuer la différence des deux retards dt1o et dto;. Parce que les effets scalaires ne
dépendent pas de la direction de propagation de ’onde, ils sont communs aux deux retards
et s’annulent donc par différence. Le déphasage est défini par: A¢(x) = w [6t12 — dta1] /2.

La dépendance de A¢(x) sur le champ de vitesse u(r) s’écrit donc

A¢( ) w |:/MRT2 dy /MRT2 dy:| w |:/MRT1 dy /MRT1 dy:|
T) = — — — | - = —_— — —1,
2 | Jurny, (c+un)  Jypp c 2 [ Jmrr, (c+un)  Jygrp ¢ t2.1)
2.1
soit MET y
Ap(z) :/ un—dy. (2.2)
MRT, c
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Figure 2.4: (a) Reconstruction des champs de vitesse et de vorticité de I’écoulement dans le canal
et (b) visualisations du vortex dans le canal

2.3.4 Caractérisation du tourbillon

Je reporte ici le résultat le plus important que nous avons obtenu par mesure acoustique.
L’ensemble des résultats a été développé dans la publication “A new acoustic technique for

vortex dynamics investigation”, Phys. of Fluids, 11(11): 3380 - 3389 (1999).

Ce résultat est illustré sur la Fig. 2.6: les visualisations par injection de colorant en
(b) montrent I’évolution temporelle du tourbillon dans le régime périodique; le tourbillon
est advecté dans le canal par ’écoulement moyen sur quelques centimetres, puis explose

(Pexplosion du tourbillon donne lieu & une étude en soi, que je développerai dans le chapitre
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3 et la visualisation correspondante n’est pas reportée ici). L’ensemble des champs de la
Fig. 2.6(a) correspond & la reconstruction dynamique du champ de vitesse (et de vorticité)
obtenue par notre technique du double “MRT”.

Comment ces images sont-elles obtenues 7 Elles correspondent a la combinaison de deux
méthodes: 1) dans la premiere, les doubles MRT émettent une onde plane, comme décrit
plus haut. Nous allons voir que 'axisymétrie du vortex permet alors de traiter le probleme
inverse: A¢(x) — u(r). 2) dans la seconde, les doubles MRT émettent une onde cylindrique
et un traitement ad hoc permet d’obtenir la position (xg,yg) du tourbillon dans le canal.

Développons ces deux techniques.

Reconstruction du champ de vitesse Une déformation type du front d’onde A¢(x) est
représentée en Fig. 2.5(a). Rappelons que leffet de la vitesse de ’écoulement est intégré le
long du rayon acoustique dans la direction y (direction de propagation de 'onde), de sorte
qu’il n’est pas possible de connaitre a priori la dépendance de la vitesse sur la direction y.
On a en revanche une résolution suivant x donnée par la distance entre deux transducteurs,
soit 0.42 mm. Dans le cas de notre tourbillon, ’axisymétrie donne une correspondance entre

les directions x et y et il est possible de traiter le probleme inverse.

0.01 100 [ (P) ]

A¢p (rad)
up (mm/s)

—0.01

-100 - . gt E

r (mm)

(d)

Figure 2.5: (a) Profil de déphasage A¢(z) et (b) Profil de vitesse ug(r) reconstruit.

La reconstruction axisymétrique consiste a diviser la zone de propagation en p anneaux
concentriques, centrés sur le centre du tourbillon, tels que r € [r;11,7;]. Leur largeur
ri+1 — 1; est égale a la distance entre deux transducteurs. La vitesse orthoradiale ugy est
alors discrétisée sur les anneaux ou elle prend les valeurs u; (comme indiqué en Fig. 2.6).

r1 est lextrémité du vortex, définie comme le premier point de mesure (a partir de

I'extérieur) ou le déphasage est non nul. 7,.1 est le centre du tourbillon, défini par une
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Figure 2.6: Principe de reconstruction du champ de vitesse pour un écoulement axisymétrique:
dans chaque anneau, la vitesse est supposée constante et déduite du profil de déphasage.

valeur nulle du déphasage. En effet, le rayon acoustique passant par le centre du tourbillon
ne voit que des vitesses ug(r) perpendiculaires a sa direction de propagation de sorte que sa
vitesse n’est pas modifiée (avec u.n = 0). p+ 2 mesure le nombre de points expérimentaux.
Les déphasages A¢; = A¢(x;41) sont échantillonés a chaque position des transducteurs
Lit1-

Dans le premier anneau ry, la vitesse u; est déduite de la mesure du déphasage A¢; par
la relation résultant de I’équation (2.2)

Aqbl —7“2 In Y—= = TQ + " (23)

1.

Dans le second anneau r, le déphasage A¢s dépend des vitesses us et ug

) V)
A¢2*— r91n s T3+T1u +r31nwu2 . (2.4)
\/r2—r3+r2

On peut continuer d’écrire ce type de relation jusqu’a atteindre le centre du tourbillon, ce

qui donne une relation générale

A¢; = Mijuy, (2.5)
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avec

/2 2
9 TS =T Ty
w J ? . . . (26)

M;j=—rjr1ln si 1>
C ,r2 _ ,r2 + 7.
G+1 ~ Tip1 T 741

M est, par construction, inversible (elle est triangulaire et le bloc triangulaire n’a pas

d’élément nul). Elle peut donc étre inversée, ce qui correspond a traiter le probleme inverse:
u(r) est déduit de la mesure de A¢(x). Un exemple de profil reconstruit est donné en Fig.
2.5(b).

Cette technique permet de reconstruire le profil de vitesse du tourbillon et, accessoire-
ment, elle donne la position xy du tourbillon le long du canal. Pour déterminer la position
(z0,y0) du tourbillon, nous avons combiné a cette technique une méthode de suivie bidi-

mensionelle en utilisant des ondes cylindriques.

Méthode de suivie bidimensionnelle du tourbillon Pour accéder a la position bidi-
mensionelle du tourbillon dans le canal, nous avons utilisé les MRT en emission d’ondes
cylindriques. Dans ce cas, on n’utilise pas de renversement temporel: chaque MRT émet
par un transducteur une onde cylindrique. Les deux transducteurs émetteurs sont choisis
I'un en face de 'autre & la position 25 du miroir, comme indiqué en Fig. 2.7(a). Les signaux

recus par les MRT s’écrivent

wL w [T wL WL Upegncost  w

L
o(i) = ———— urndl~ — - ———— — —/0 u(r).ndl (2.7)

¢+ Uneancosi % [ c 2 2

ot Upean est la vitesse moyenne dans le canal (construite avec le débit (1), i est 'angle
(U;(;,n) et L la distance entre le transducteurs émetteur et le transducteur récepteur:
L = D/sini.

Dans le cas d’ondes planes, on avait i = 7/2 de sorte que la dépendance de ¢ sur
Upmean N'apparaissait pas. Egalement, le signal retourné permettait d’éliminer le premier
terme wlL/c par soustraction des signaux direct et retourné. Ici, ¢ doit étre déterminé.
Pour cela, on utilise les signaux direct ¢12 et retourné ¢o1, de sorte qu’on obtient: ¢ =
2wD /(12 + ¢12). Le second terme M

principalement parce que i reste proche de 7/2: on a wLUpean cosi/c? ~ 1073 rad tandis

que w/cQ/ u.n dl est de 'ordre de 1072 rad.
0

est négligeable devant les autres termes,

Sur la Fig. 2.7(b), les déphasages ¢12(z) et a1 () sont représentés en pointillés. La ligne
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Figure 2.7: (a) Vue schématique des trajectoires des rayons acoustiques dans le cas d’émission
d’ondes cylindriques. Les rayons xs - x5 sont utilisés pour mesurer la vitesse du son c¢. Les rayons x
- Zo1 et o - T2 sont utilisés pour déterminer la position (zg, yo) du centre du tourbillon. (b) Profils
des déphasages ¢12(x) et ¢o21(x) en fonction de x (en traits pointillés). Les traits pleins représentent
le déphasage ¢, 12(z) et ¢y, 21(x) relatif & la seule présence du tourbillon, i.e. sans la contribution
du terme de propagation. Les positions xg1 et zp2 suivant & pour lesquelles ¢, 12 et ¢, 21 s’annulent
permettent de calculer la position (zg, yo) du centre du tourbillon.

L
pleine représente ¢, (z) = ¢(z) — wl/c ~ w/cQ/ u(r).n dl qui correspond au déphasage

0
di a la seule présence du tourbillon. La relation entre x et i inclut l'effet de réfraction a
I'interface plexiglass/eau.
Finalement, les positions suivant z ot ¢, 12(2) et ¢y 21(z) s’annulent permettent de

calculer la position (xg, yg) du centre du tourbillon par une simple relation géométrique.

2.4 Mesures acoustiques sur les aspirateurs rotatifs

En 1998, nous avons congu une nouvelle expérience de vortex étiré, pour la premiere fois en
milieu infini et en maitrisant indépendamment tous les parametres de controle, en particulier

I'entrainement et I’étirement (Fig. 2.8).

Ce vortex est généré dans ’eau entre deux disques cororatifs de diametre égal a 10 cm,
dans une configuration d’écoulement de von Karmén [11]. Au centre de chaque disque,
on a percé un trou, de 5 mm de diametre, au travers duquel une aspiration est effectuée
grace a une pompe a eau. L’aspiration produit un étirement dont 'effet est d’amplifier

la vorticité générée par la rotation des disques. Les effets cumulés de l'aspiration et de
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Figure 2.8: Visualisations du vortex généré entre deux disques corotatifs et étiré par aspiration
effectuée a travers un trou au centre de chaque disque (a) vortex stable et (b) vortex instable.

la rotation produisent un filament de vorticité entre les deux disques. Les parois de la
cuve sont suffisament éloignées des disques pour qu’on puisse négliger leur influence sur le
filament. Aussi, le filament peut étre considéré comme un filament dans un milieu infini
et les parameétres de controle sont définis par la fréquence de rotation des diques /m =
0-20 Hz, le débit d’aspiration Q = 0-6.4 1/min, et la distance D = 2-30 cm entre les deux
disques. Suivant les valeurs des parametres de controle, on observe un filament stationnaire
(Fig. 2.8(a)), un filament instationnaire qui se forme et explose de fagon intermittente (Fig.
2.8(b)) ou I’absence de filament.

La caractérisation du filament de vorticité généré dans cette expérience est tres délicate.
Je présente dans cette section les résultats que nous avons obtenus par notre technique
acoustique utilisant le dispositif des doubles MRT. Comme je I'ai déja dit, nous n’avons
pas pu reprendre la méthode de reconstruction du champ de vitesse développée pour le
vortex dans le canal hydrodynamique. En revanche, nous avons pu établir le diagramme
de phases et certaines caractéristiques du filament, que je développerai dans ce chapitre.
Enfin, la publication dans Phys. Rev. FE, 63: 036607 (2001) jointe en annexe B, présente
ces résultats et un certain nombre d’autres, notamment obtenus lorsque les MRT émettent
des ondes cylindriques. Ces derniers travaux ont été menés par Sébastien Manneville en
collaboration avec Philippe Roux et Micka€l Tanter et, si je les ai suivi avec beaucoup
d’intérét, je n’y ai pas participé. C’est la raison pour laquelle je ne les développe pas dans

le cadre de ce manuscrit.
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Finalement, dans le cadre de la these de Jacques Lamoine, nous étudions par des tech-
niques classiques (mesures de PIV) les champs de vitesse de ce filament. A nouveau, le
caractere tres concentré de la vorticité de I’écoulement, rend tres délicate cette étude. Je
ne présenterai pas ici ces résultats que nous sommes en train de dépouiller. Ils semblent
cependant tres prometteurs puisque Jacques a réussi a obtenir des profils de vitesse du

filament avec une résolution tres satisfaisante.

2.4.1 Les mesures acoustiques

Nous avons travaillé avec le dispositif des doubles MRT comme dans le canal hydrody-
namique: une onde plane est émise par un des MRT et se propage dans le plan (zy)

perpendiculairement a 'axe z du filament (Fig. 2.9).

Le signal de pression acoustique p(z,t) est enregistré sur le Miroir récepteur situé en
face du Miroir émetteur apres une traversée de ’écoulement, en fonction du temps ¢ et de
la position x le long du Miroir. Ce signal est comparé a celui, po(z,t), obtenu lorsque le
fluide est au repos (c’est-a-dire en absence de rotation et d’aspiration). On effectue pour

cela une transformée de Fourier a la fréquence centrale w = 27 3.5 MHz des MRT

plz,w) = A(z) ') (2.8)
po(z, w)

Cette relation permet de définir une amplitude de distorsion A(z) de l'onde et un
déphasage ¢(x) dus a la présence de 1’écoulement. A nouveau, on utilise le fait que les
transducteurs peuvent fonctionner en mode émetteur ou récepteur pour effectuer une dou-
ble mesure: les deux MRT émettent simultanément et on enregistre les deux signaux, dont
la différence permet de compenser les effets d’inhomogénéités scalaires (typiquement la
température). Les positions des deux MRT, notamment leurs distances a l'axe z, sont
controlées par un dispositif Microcontréle 3D. Toutes les mesures sont réalisées dans le plan
z=D/6.

Le filament de vorticité évolue sur un temps typique de 'ordre de 0.1 s, ce qui est tres
lent par rapport au temps de parcourt de 'onde entre les deux MRT (typiquement 10 ms).

On considere donc I’écoulement gelé pendant le temps d’une mesure.
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\4

Figure 2.9: Dispositif des doubles MRT dans les aspirateurs rotatifs, (a) Schéma de principe des
aspirateurs rotatifs, (b) Dispositif acoutsique et (c) systeme d’axes.

2.4.2 Cadre de l'interaction son-filament

Le type d’interaction entre le son et le filament est décrit par deux parametres: le rapport
de la taille typique ¢ de variation de la vitesse (on prend la taille du coeur du filament) a
la longueur d’onde A\: o = ro/\ et le nombre de Mach: M = u/e, ou ¢ ~ 150 m/s est la
vitesse de propagation de 'onde dans 'eau et u la vitesse caractéristique de 1’écoulement
(on prend la vitesse azimuthale en r = ry). Dans cette expérience, on a typiquement u ~ 1
m/s et 79 ~ 1 mm de sorte que M ~ 1073 et a =~ 1.

Cette valeur de « se révele trop faible pour qu’on puisse décrire l'interaction de notre
onde avec le filament dans le cadre de l'acoustique géométrique. La Fig. 2.10 mon-

tre un enregistrement typique de A(z) et ¢(x). Il apparait sur la phase une zone de
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déformation (d’interaction) de l'ordre de 10 mm, c’est-a-dire bien plus grande que la zone
qu’on obtiendrait pour une interaction géométrique (qui serait alors de la taille de rg).
Grossierement, on distingue une zone centrale de dislocation, c¢’est-a-dire ou la phase subit
un saut important, et une zone d’interférence sur une taille beaucoup plus importante que
la taille du diffuseur. Si la zone centrale rapelle le déphasage géométrique de ’onde, les

oscillations d’interférence ne sont évidemment pas interprétables dans ce cadre simplifié.

4 (]
02 : (a) . (b)
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Figure 2.10: Formes typiques des profils A(z) et ¢(z).

Quelles prédictions existe-t-il pour ce type d’interaction 7

On doit considérer ici que le filament, de taille comparable a la longueur d’onde acous-
tique se comporte comme un diffuseur pour 'onde plane incidente: il émet donc une onde
cylindrique (diffusée) et le motif qu’on observe résulte de la superposition de 'onde inci-
dente avec 'onde diffusée. Stricto sensu, ceci est toujours vrai, mais lorsque le filament est
de taille beaucoup plus grande que la longueur d’onde acoustique, le probléme se pose plus
simplement dans le cadre de 'acoustique géométrique et on énonce simplement le résultat:
la somme de 'onde plane incidente et de 'onde diffusée donne une onde dont la forme est
essentiellement celle de ’onde incidente, localement modifiée par le passage a travers la zone

de I’écoulement ou la vitesse est non nulle.

Pour traiter le probleme en terme de diffusion, une méthode classique consiste a utiliser
la fonction de diffusion du filament f(60) [14], ou 6 = (l?,\r), qui correspond a la réponse
angulaire du diffuseur a longueur distance, pour une onde plane incidente d’amplitude unité.

Le champ de pression résultant s’écrit

ezkr

7

p(r) = p(r,0) = ™0 + £(6) (2.9)
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On trouve un résultat de ce type dans [12], ou la pression est écrite comme

ezkr

\/F?

p(?“,@) _ €ikrcos9€iﬁ[sign(9)7r+9] + F(@) (2'10)

avec x8) 02
L w __sin n3) €
8= @F, F9) = ink Sn(0/2) (2.11)

Cette expression est valable en dehors de la zone directe de diffusion vers 'avant 6 = 0
(son domaine de validité est donnée par |f] > (kr)~/2). Le second terme représente la
partie cylindrique de I'onde diffusée et le premier terme décrit la distorsion de ’onde plane
incidente. Ce type d’interaction, souvent présentée dans la littérature comme ’analogue de
Peffet Aharonov-Bohm [13], a connu un regain d’intérét trés récemment d’un point de vue
théorique [15] et expérimental [16].

Ce qui va nous étre utile dans le cadre de cette analyse est le résultat suivant: le terme
multivalué pour la phase A¢(0) = 3 [sign(f)m + 6] correspond au terme de phase que 'on
obtiendrait dans le cadre de 'acoustique géométrique pour l'interaction d’une onde avec
un vortex de Rankine u = ﬁug, ou I' est la circulation du vortex. Rappelons que la
circulation d’un vortex de taille rg, de vitesse caractéristique u est typiquement I' = 27rgu.
Avec Pexpression (2.2), on obtient un déphasage géométrique

MRT; w w
Ag(x) = / un—dy = —I [sign(0)m + 0] (2.12)
MRT C e
avec § = atan(2z/L), ou on a pris la distance du vortex & chaque MRT égale & L/2.
La Fig. 2.11 montre la phase de la quantité p(x)/po(z), ou p(z) est donné par (2.10)

avec r pris le long du Miroir et ot1 py(r) = e*7 030

correspond a la pression recueillie sur le
Miroir en absence d’écoulement (3 = 0 pour I' = 0). J’ai représenté pour comparaison le

terme de déphasage géométrique A¢(x) donné par (2.12).

On retiendra que la mesure du déphasage droite-gauche par rapport a la direction § = 0

donne une mesure de la circulation I' du vortex.

2.4.3 Résultats

A partir de la relation circulation-déphasage droite -gauche que nous venons d’établir, nous

pouvons extraire de nos mesures acoustiques deux types de résultats:
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Figure 2.11: Comparaison entre la phase de [p(z)/po(z)] issue de (2.10) (en trait fin) et le déphasage
géométrique Ag(x) donné par (2.12) (en trait gras). On a exclu la zone centrale |8 < (kL)~'/2
(toutes les unités sont arbitraires). Le saut de phase droite-gauche donne une mesure de la circula-
tion.

e La signature typique du filament étant identifiée, on peut établir un diagramme de
phase, c’est-a-dire déterminer les régions de ’espace des parametres de controle dans

lesquelles on a un filament 1) permanent, 2) intermittent ou 3) pas de filament.

e Lorsque le filament existe, la mesure du déphasage droite -gauche donne acces a la

circulation du vortex.

Regardons de plus pres les résultats que nous avons obtenus de cette fagon.

Diagramme de phases

Nous utilisons ici la premiére propriété: la signature du filament est essentiellement un saut
de la phase dans la direction de la diffusion avant 8 = 0. Nos Miroirs étant positionnés de
sorte que le transducteurs central x = 0 coincide a peu pres a cette direction, on applique
un test d’existence du filament lorsqu’on mesure un tel saut au voisinage de x = 0 sur le
profil de phase. Sur un ensemble de mesures, on définit une probabilité de présence comme
le rapport du nombre de profils “positifs” (qui présentent un saut de phase) au nombre
total de profils enregistrés.

Pour chaque ensemble de parametres de controle, on calcule la probabilité de présence
sur un enregistrement de 1024 mesures réparties sur environ 2 minutes. Le résultat est
donné sur la Fig. 2.12 dans le plan des parametres (Q), D), la valeur de Q étant fixée dans

ce cas. On distingue 3 régimes dans ce diagramme. Quand ’aspiration est forte et quand les
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disques sont proches (D < 100 mm), la probabilité de présence est égale a4 1 (domaine 1): le
filament est formé et il est stable. Quand D augmente ou quand ¢ diminue, une transition
vers un état de probabilité proche de 0.5 se produit (domaine 2). Cet état correspond & une
instabilité du filament qui se forme et explose régulierement. Finalement, une transition
brusque se produit vers le domaine 3 dans lequel la probabilité de présence est quasi-nulle,
c’est-a-dire un état dans lequel les disques sont trop éloignés (ou l'étirement trop faible)

pour qu’'un filament puisse se former.

Prob
- 1
2 @l
: 0.75
2 150 8
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A 100
ﬁ 0.25
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0
0 2 4 6
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Figure 2.12: Diagramme de phases du filament dans le plan (@, D). Le domaine 1 correspond a
un filament stable, le domaine 2 & un état ou le filament apparait et disparait et le domaine 3 a un
état ou le filament ne se forme pas.

Ce diagramme de phase étant établi, on s’intéresse a la caractérisation plus quantitative

du filament.

Lois d’échelle

Dans le domaine 1, ou le filament est stable, ou dans le domaine 2, lorsqu’il existe, ses
caractéristiques varient avec les parametres de controle. On utilise alors la seconde propriété
de notre interaction: la mesure du saut de phase est proportionnelle a la circulation I du
filament.

Pour mesurer le saut de phase, on moyenne sur 1024 acquisitions les profils de phase.
Chaque profil est recentré avant moyenne de sorte que la position z = 0 coincide avec
labscisse de symétrie droite-gauche du profil et on note (¢);(x) le profil moyen de la phase.

On mesure les sauts de phase A(¢); lorsque les parameétres de controle € et D varient
(dans le régime 1 ou dans le régime 2 pour les profils “positifs”). On observe expérimentalement

les lois d’échelle suivantes (Fig. 2.13):



2.4. MESURES ACOUSTIQUES SUR LES ASPIRATEURS ROTATIFS 41

00.75
4007 ) 400 (b)
200
) 200 A
S~ 100
g ¢
50 100 W
1
25 50

0.1 0.5 25 10 20 40 80 160
Q/2mn (Hz) D (mm)

Figure 2.13: Lois d’échelle observée pour la circulation en fonction (a) de la rotation 2 des disques
et (b) du débit @ d’aspiration.

Peut-on dire plus de choses sur ces lois d’échelle 7 Effectuons un bilan énergétique sur
notre systeme. Soit P; la puissance injectée dans I’écoulement par la rotation des disques et
par 'aspiration et soit Py la puissance dissipée par les gradients de vitesse de 1’écoulement.

En régime permanent, on a P; = Py, avec

2 p
P, :—/ dSpu<u—+—)+/dS(au),
s 2 p S

0u;
Pd :/dVO'i'—Z,
1% ! Ox;

ot 0 = n(Vu+ *Vu) est la partie visqueuse du tenseur des contraintes, p la masse volumique,

(2.14)

P la pression et n la viscosité dynamique.

Des mesures évaluant les différents gradients de vitesse ont été effectuées par Frédéric
Bottausci et peuvent étre trouvées dans sa these [17]. Nous avons ainsi montré que le
gradient dominant est di a la variation de la vitesse azimuthale avec la direction radiale

dans le filament de vorticité. On peut donc évaluer la puissance dissipée comme

2

T
Py~n=D. (2.15)
70

L’intégrale a été réduite au volume du filament Vy = 7T7“8D et le gradient de vitesse pris, en

ordre de grandeur, égal & u/rg ~ T'/r3.
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Lorsque les parametres et () sont constants (seul le parametre D varie), la puissance
injectée est constante et on a Py(D,I") = Cte, soit I' D~1/2_en accord avec la loi d’échelle

obtenue expérimentalement.

Que se passe-t-il lorsque ) varie avec D fixe 7 C’est alors la puissance injectée qui varie.

La vitesse u sur le disque étant purement orthoradiale u|disque(7“) =rQuy, on a dS.u=0 et
P, = / dS(ou), ce qui donne
disque

P = %pQ:”R% (2.16)

ou 0 est I’épaisseur de couche limite sous le disque. En général, on a § = \/n/(p2), ce qui
conduit a une loi pour la puissance injectée de la forme P; = % pﬁQ5/ 2R*, en accord avec
les observations expérimentales de [18, 19, 20| pour des disques plats en rotation. Dans le
cas oil les disques sont munis de pales, la loi de puissance varie en pQ3 R [18], ce qui indique
que I’épaisseur de couche limite se comporte comme une constante (cela est consistant avec
l'idée que les pales ont pour effet d’augmenter efficacité de I'injection d’énergie).

Dans notre expérience, la loi de variation de la circulation I' en fonction de €2, avec un
exposant proche de 3/4, suggere que la puissance injectée varie comme O3/2 Cest-a-dire
une efficacité d’injection de I’énergie plus faible que celle d'un disque lisse ! Nous n’avons a
ce jour pas d’explication a ce comportement. Notons que cette loi expérimentale differe de
celle en Q/2 observée pour des vortex dans des géométries confinées [21, 22] et qu’elle est en
accord en revanche avec [23] dans une configuration assez différente (disques contrarotatifs,

écoulement environnant turbulent).

2.4.4 Suivi dynamique du filament

Un dernier type de mesure que nous avons réalisé avec notre systéme acoustique concerne
le suivi dynamique du filament. Un exemple est donné en Fig. 2.14, dans le régime tran-
sitoire de formation du filament. Avec une fréquence de mesure acoustique de 30 Hz, on
a enregistré les profils de phase a partir de t = 0 ol ’écoulement est au repos, la rotation
et laspiration étant déclenchés a tyg = 6 s. La déformation de la phase passe de zéro a un
saut caractéristique de la présence du filament en un temps proche de 5 s. Dans un premier
temps, le profil de phase est 1égerement déformée, ce qui correspond & la mise en rotation du
fluide induit par la rotation des disques. La vorticité est alors amplifiée par I’étirement et se

concentre en un filament fin, ce qui a pour effet de faire apparaitre un saut de phase. Pour
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t > 15 s, le filament est formé et les variations de la phase correspondent au mouvement de

précession du filament, en projection sur 'axe x du Miroir.

0

t(s)
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Figure 2.14: Variation temporelle de la phase enregistrée pendant le transitoire de formation du
filament (a) représentation spatio-temporelle du profil de phase en fonction du temps, (b) Forme des
profilsat =6.5s (8),t =9.8s (A) et t = 13.1 s (O). Ici, pour Q = 27 6.7 Hz, @ = 5.7 1/min et D
= 80 mm. La rotation des disques et ’aspiration sont imposées & t = 6 s.

La Fig. 2.15 montre 1’évolution de la circulation I'(¢) déduite de la phase pendant le
transitoire de formation du filament. En (a) et (b), le débit d’aspiration est fixe et on
regarde le transitoire pour difffentes valeurs de €2 tandis qu’en (c) et (d), c’est la vitesse
de rotation 2 des disques qui est fixée et on regarde le régime transitoire pour différentes
valeurs de Q.

Pour chaque couple de parameétres (@, ), la courbe I'(¢) est ajustée par une courbe de
relaxation exponentielle en I’ [1 — e~ (t=t0)/ T], ou 7 est le temps de formation du filament.

De ces deux représentations, on peut tirer les informations suivantes:

e Le temps de formation 7 dépend peu (voire pas!) de Q tandis qu’il décroit rapidement
avec (). Ce résultat indique que I’évolution du filament est essentiellement gouvernée

par 'aspiration.

e La circulation I' du filament en régime permanent dépend peu de @) et croit significa-

tivement avec 2.

De fagon heuristique, on peut comprendre ces comportements en considérant I’équation

sur la vorticité

ow ou,
— 4+ (u.Vw = 5,

5 w+ vV3w. (2.17)
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Figure 2.15: (a) Evolution de I'(t) pendant le transitoire de formation du filament pour Q = 27
2.1 Hz (en gris) et Q@ = 27 6.7 Hz (en noir). Les courbes en traits pleins indiquent le fit exponentiel
en T’ [1 — e_(t_tO)/T] avec 7 = 5.0 s et 4.7 s respectivement. (b) Variation du temps de formation 7
en fonction de Q pour @ = 5.7 1/min et D = 80 mm. (c) Evolution de I'(¢) pendant le transitoire
de formation du filament pour @ = 0.7 1/min (en gris) et @ = 6.3 1/min. Les fits exponentiels sont
obtenus pour 7 = 17 s et 7 = 9 s respectivement. (d) Variation du temps de formation 7 en fonction
de @ pour Q = 27 0.8 Hz et D = 80 mm. La courbe en trait plein représente le fit en 1/Q. La
rotation des disques et Paspiration ont été imposées & top = 6 s pour les expériences (a) et & to = 8 s
pour les expériences (b).

En régime transitoire, 'amplification de la vorticité est essentiellement une balance entre
Ow U, s ou, . e 1y e
les termes e et 8—w, avec 'étirement v = B proportionnel au débit d’aspiration
z z
v x Q/(SD). On a donc 7 « 1/@Q), en accord avec la loi observée en Fig. 2.15. On peut
penser que la rotation des disques impose la valeur initiale de la circulation dans les temps
voisins de t = ty (par exemple sur le profil de phase observé en Fig. 2.14 a t = 6.5 s)

circulation qui est amplifiée par la suite sous I'action de I’étirement.



Chapter 3

L’explosion d’un vortex comme

source de turbulence

EN BREF:

Depuis deux ans, dans le cadre de la these de Yannis Cuypers, Philippe Petitjeans et moi
avons lancé une nouvelle activité autour de nos expériences d’hydrodynamique pour comprendre la
transition vers la turbulence de nos structures tourbillonnaires. Un des défis de la turbulence est
de comprendre quel type de structure élémentaire est responsable de la partie turbulente du spectre
d’énergie décrit par la célebre loi de Kolmogorov en k£~%/3. Un modele pour une telle structure a
été proposée par Lundgren [24] sous la forme d’un vortex formé d’une structure spirale évoluant
sous 'action d’un étirement axial. Si de nombreux résultats expérimentaux et numériques ont
montré l'existence de telles structures spirales dans les écoulements turbulents, leur contribution
a la construction d’un spectre turbulent n’a pas pu étre mise en évidence. Notre expérience de
vortex étiré est de ce point de vue tout a fait originale puisqu’elle permet de caractériser une de ces
structures dans un environnement laminaire, au cours de sa transition vers la turbulence. Nous avons
montré qu'une telle structure peut générer la cascade d’énergie turbulente, offrant ainsi la premiere
validation expérimentale d’un scenario de turbulence fondé sur ’évolution temporelle d’une structure
filamentaire [Publication Phys. Rev. Lett, 91: 194502 (2003)].

Tres récemment, nous nous intéressons au calcul des structures données par le modele de Lund-
gren afin de comparer plus en détail les caractéristiques de cet objet théorique et celles de notre

structure expérimentale [Publication jointe en annexe C soumise & Journal of Turbulence, (2004)].

Je présente dans les sections 3.2 & 3.4 les résultats expérimentaux obtenus sur cette structure
et, dans la section 3.5, des calculs que nous avons menés et que nous menons actuellement sur le
modele de Lundgren afin de comparer I’évolution de cette structure théorique avec celle que nous

observons expérimentalement.

45
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Nous participons sur ce theme au GdR Turbulence et c’est également autour de ces problemes
que j’ai eu le plaisir d’organiser, avec Christophe Baudet, une école a I'Institut Scientifique de Cargese

sur le theme “Turbulence: mesures et signaux” en 2002.

PUBLICATIONS SUR CE SUJET:

e Y. Cuypers, A. Maurel & P. Petitjeans, Vortex burst as a source of turbulence, Phys. Rev.
Lett, 91: 194502 (2003).

e Y. Cuypers, A. Maurel & P. Petitjeans,
Comparison between an experimental turbulent vortex and the Lundgren vortex,

Journal of Turbulence, 5:030 (2004), Publication jointe en annexe C.

e Y. Cuypers, A. Maurel & P. Petitjeans,
Experimental study of the energy cascade resulting from a vortex burst,

soumis a Journal of Turbulence (2005).
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3.1 Introduction

Dans notre expérience du tourbillon dans le canal hydrodynamique, nous avons commencé
a nous intéresser a la phase d’explosion du vortex (que nous avions délaissé dans nos
expériences d’acoustique). Cette étude a démarré il y a deux ans, a 'occasion de la these
de Yannis Cuypers. Des premieres mesures ont montré que l'explosion du vortex générait
un écoulement turbulent, c’est-a-dire que le spectre d’énergie moyenné sur le temps de
'explosion comportait une partie en k~5/3, signature, s'il en est, de la turbulence ! Que
dire de plus, lorsqu’un spectre turbulent est obtenu ? La réponse nous est venue de Yannis
qui a eu l'intuition que la turbulence qu’il observait était le résultat d’une évolution tem-
porelle, c’est-a-dire que le spectre calculé en moyenne ne donnait qu’une information tres
partielle sur la réalité du phénomene. Cette intuition nous a conduit naturellement vers
des modeles qui comportaient deux ingrédients essentiels: I'importance d’une structure ini-
tiale cohérente (et de préférence une structure tourbillonnaire voisine de la notre !) et une
évolution temporelle dans la construction de la cascade d’énergie. Le modele emblématique
de ce type d’approche est sans aucun doute le modele de Lundgren [24], qu’il propose en
1982 et dont l'idée sera reprise, notamment, par H.K. Moffat [25] et A. Gilbert [26].

Dans son modele de vortex, Lundgren introduit des caractéristiques spatio-temporelles
qui offrent un mécanisme de cascade des grandes vers les petites échelles d’espace et dont

5/3 A condition que les moyennes usuelles soient faites sur le

le spectre est un spectre en kK~
temps de vie du vortex. Ce modele a recu un intérét croissant ces 10 dernieres années, quand
on a commencé a comprendre que les lois statistiques de la turbulence étaient controlées par
des structures discretes. Outre ’évidente similitude que le vortex de Lundgren présente avec
notre tourbillon (c’est une structure bidimensionnelle en rotation soumise a un étirement
axial), cette structure théorique nous offrait un candidat idéal pour tester lintuition de
Yannis: dans le modeéle de Lundgren, la rotation différentielle dans le plan enroule la vorticité
initiale - par exemple, une langue de vorticité localisée en 8 = 0 -, générant au cours du
temps des bras de vorticité qui s’enroule autour de I'origine. Simultanément, ’étirement
axial agit en concentrant vers le centre les “bras” de vorticité. L’action combinée de la
rotation différentielle et de I’étirement axial a donc pour effet de générer des petites échelles,

schématiquement celles qui correspondent & la périodicité radiale des bras de vorticité.
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3.2 Dispositif expérimental et principe des mesures

Le dispositif expérimental est représenté en Fig. 3.1(a). Sa section est de 7 cm x 12 cm

et la vitesse longitudinal typique est de quelques cm.s™ .

Une petite marche est ajoutée
dans la couche limite laminaire sur la paroi du fond, de fagon a générer une vorticité initiale
qui est fortement amplifiée par I’étirement produit par I’aspiration a travers deux trous sur
chacune des parois latérales (de diametre 0.6 cm). Un vortex étiré est ainsi généré, dont
I'axe est attaché a chaque extrémité aux trous d’aspiration. Le parametre de controle est
Q ~ Q1/Q%5, ol Q2 désigne le débit d’aspiration et @y le débit en aval. En faisant varier Q,
on observe deux régimes. Les faibles valeurs de @) correspondent & un vortex stable, a peu
pres stationaire. Au dessus d’une valeur critique Q. >~ 2, le vortex suit un cycle périodique:
dans une premiere partie du cycle, il reste cohérent tandis que ’écoulement provoque son
alongement et dans une seconde partie du cycle, il explose en une bouffée turbulente; un
autre vortex est alors généré, et ainsi de suite [les deux parties du cycles sont illustrées en
Fig. 3.1(b)]. Nous avons dans des études précédentes [8, 27, 28, 29] caractérisé le vortex en
terme de structures cohérentes, notamment & 'aide de P'outil acoustique (que j’ai présenté
en section 2.3). Bénéficiant de ces précédentes mesures, nous utiliserons les caractéristiques
du vortex au moment ou il explose (Tableau I). Parce que les mesures de la vitesse axiale
u,(z) sont délicates, nous ne disposons que d’une estimation large de la valeur de 1’étirement

a = 0,u,, qui correspond a une mesure effectuée dans le régime stable [29].

(T 70 r Re=T/v R a
10 cm.s~ ! 0.6 cm 40 cm?.s71 4 000 ~ 3 cm 1-10s7!

Tableau I: Caractéristiques du vortex quand il explose. ug*** est la vitesse azimuthal max-
imum atteinte en r = rg (9 est la taille du coeur du vortex), I' est la circulation et R
I'extension latérale de la vorticité. Une estimation de I'étirement a = 0,u, est donnée en

régime stable.

Afin de quantifier 'explosion, des mesures locales de la vitesse ont été réalisées a l’aide
d’une sonde a fil chaud, comme indiqué sur la Fig. 3.1(a). La sonde est placée parallelement

a l'axe du vortex de sorte qu’elle mesure la vitesse U = /u2 + ug. Un enregistrement
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hot-wire
probe d

Figure 3.1: (a) Montage expérimental, (b) Cycle du vortex pour @ > Q.: (a-b) premiere partie du
cycle, le vortex est cohérent (a) vue de dessus et (b) vue de coté; (c-d) seconde partie du cycle, le
vortex explose en une bouffée turbulente (c) vue de dessus et (d) vue de coté.

typique est représenté sur la Fig. 3.2(a). On peut voir qu’un cycle typique est formé de deux
parties. Dans la premiere partie, la vitesse croit lentement car le vortex, toujours cohérent,
s’approche de la sonde sous l'effet de I’écoulement principal. La seconde partie, avec des
fluctuations fortes, correspond a la vitesse locale mesurée pendant et apres 'explosion du
vortex.

Les données U(t,) (ou t, désigne le temps absolu) sont traitées de la fagon suivante: la
vitesse est décomposée en U = u,, + u, ol u,, est la vitesse moyenne, obtenue par moyenne
sur les cycles et u est la fluctuation de vitesse. On utilise alors u,(t) = u(t, — tn) ou
t, désigne le temps auquel le vortex explose pour chacun des N cycles et on s’intéresse a
0<t<TouT ~4.5 s est la durée de 'explosion [Fig. 3.2(b)].
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Figure 3.2: (a) Agrandissement de U'enregistrement temporel sur quelques cycles U(t,); la vitesse
moyenne u,, est en pointillé et o indiquent les temps ¢,, d’explosion; L’enregistrement complet est
donné dans l'encadré. (b) Rescaling des données u,(t) = u(t, — t,) en trait plein pour quelques
cycles; u,, (t) est en pointillé. L’encadré montre le résultat de la transformation 6t — r(t) = up,(t)ot
utilisant 'hypothese de Taylor locale [30] sur la fenétre temporelle [t; ¢ + At].

3.3 Hypothese de Taylor locale et construction du spectre

turbulent

Comme dans beaucoup d’expériences, nos mesures sont réalisées dans le domaine temporel
tandis que les prédictions théoriques sont faites habituellement dans le domaine spectral.
Nous travaillons sur une fenétre temporelle [t,t + At] et on note Ea¢(k,t) la densité de
puissance spectrale (PSD), moyennée sur les N cycles, pour la vitesse u,(t < t' <t + At),

enregistrée par la sonde entre t et t + At, et dont les échelles spatiales sont obtenues en
t-+6t

utilisant I’hypotheése de Taylor locale: or = / um (t)dt’ (5r < Ar pour §t < At et
t
0<t<T, At <T —t). Ene(k,t) a la signification d’un spectre moyenné en temps et il

tend vers un spectre instantané d’énergie F(k,t) quand At tend vers zéro.

La Fig. 3.3(a) montre les PSDs moyennées sur la durée compléte de I'explosion E(k) =
E7(k,0) en fonction de la distance d & 'axe z. On peut voir que le comportement turbulent,

avec une loi en k—5/3

, est obtenu proche de l'endroit ou le vortex explose (ici d = 55
mm) et décroit progressivement quand on s’en éloigne. La gamme inertielle est &y, ~ 0.2
em ! < k< ky ~ 2 em™!, en accord qualitatif avec la littérature: k,, = 1/L ot L désigne

les grandes échelles responsables de 1’étirement (L ~ 12 cm est imposé par la distance entre
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les deux trous d’aspiration) et ks = \/% ~ 10-30 cm ™.

La Fig. 3.3(b) montre les spectres Eas~7/3(k,t) calculés pour d = 55 mmet at = 0,7/3,
et 27/3, i.e. les trois spectres moyennés sur chaque tiers de l’explosion. Les Figs. 3.3(a)
et (b) suggerent que le vortex turbulent, i.e. conduisant & une gamme inertielle avec un
comportement en k%3, a un temps de vie plus court que le temps de la bouffée T: le
spectre turbulent est construit sur un temps 7, de U'ordre de T'/3 ~ 1.5 s dans la région ou

le vortex explose. Aprés cela, la turbulence décroit, en temps et en espace.

averaged PSDs (a.u.)
averaged PSDs

107 10°

107 10°

k (em™) 10' Kk (em™)

Figure 3.3: (a) PSD moyennées sur le cycle complet E(k) = E7(k,0) pour différentes distances
d de la sonde & laxe z (d = 55, 65, 75, 85, 95, 135 et 230 mm). En encadré, on donne le spectre
compensé k5/ 3E(k). (b) PSD moyennées sur un tiers du cycle comparé au spectre moyenné sur le
cycle complet pour d = 55 mm. La courbe 1 désigne E(k) moyenné sur le cycle complet, 2 désigne
Ent—1.5s(k,t = 0) moyenné sur le premier tiers du cycle, 3 Ea=1.5s(k,t = 1.5 s) moyenné sur le
second tiers et 4 Eai—15s(k,t = 3s) moyenné sur le dernier tiers. L’encadré donne les spectres
compensés.

Le temps T, peut étre comparé au temps de vie de la spirale dans le modele de Lundgren.
Pullin, dans ses papiers de 1993-1994 [31, 32], suggére que ce temps se comporte comme
7, = C(R?/4v)Re~?/3, ot C est une constante (dont la valeur théorique est 15 et est obtenue
numériquement égale & 10), R est I'extension latérale du vortex, Re le nombre de Reynolds
et ot 7 = (e — 1)/a est la variable de temps “étiré”. A partir du Tableau 1., on obtient

0.5s <t, <2.5 s, en accord qualitatif avec la valeur obtenue pour 7.

3.4 Etude de la construction en temps de la cascade

De fagon a mieux comprendre comment la cascade d’énergie se construit, nous nous intéressons

a I’évolution temporelle des spectres pendant le temps de vie du vortex. En effet, il a
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été montré que les structures spirales donnent un spectre d’énergie avec une gamme en
kP, Pexposant p étant différent de -5/3 et dépendant des caractéristiques de 1’écoulement
[32, 26, 25]. C’est une des propriétés remarquables du modele de Lundgren que la moyenne

en temps produise une loi en k~%/3

, indépendamment du détail de ’écoulement. Un résultat
similaire a été montré par Gilbert en 1988 [33] pour des vortex en 2 dimensions (dans ce

cas, la moyenne en temps fait apparaitre un spectre en k=2).

At increases

Cumulative PSDs (a.u.)

= - 0 05 1 Tv~1.5 2 2.5 3 35 4 T
10 k(cm—l) 10 10 t(S)

Figure 3.4: (a) Spectres cumulés Ea;(k,t = 0) pour des valeurs croissantes de At (At = 0.22, 0.35,
0.5, 0.75, 1, 1.25, 1.5 et 5 s); le fit en kP est indiqué en pointillé. L’encadré montre les variations de
p en fonction de At. (b) Pente p du spectre quasi-instantané en fonction du temps. Pour obtenir
une représentation consistante, nous avons choisi une valeur constante de Ar pour chaque courbe:
en trait plein Ar = 1.6 cm, en points Ar = 2 cm et en pointillé Ar = 2.5 cm.

La Fig. 3.4(a) montre les spectres cumulés Ea¢(k,t = 0) entre t=0 et At pour des
valeurs croissante de At. Un tel spectre tend vers le spectre instantané E(k,t = 0) pour des
petits At et il est égal au spectre moyenné sur la durée de 'explosion E(k) pour At = T, ou
un comportement en k%3 est attendu (d’aprés le résultat de la Fig. 3.3). On trouve une
décroissance de la pente spectrale p de Ea.(k,t = 0) pour des valeurs croissantes de At [dans
lencadré de la Fig. 3.4(a)] d’une valeur proche de -1 pour les temps faibles a une valeur
de -5/3, atteinte au temps T, aprés quoi p reste constant. Cette premieére représentation
permet de conclure que la pente spectrale varie en effet pendant le temps de vie du vortex.
Elle confirme également que le spectre complet est construit en un temps T, = 1.5 s (T,
peut étre déterminé avec précision a partir de la Fig. 3.4(a) quand p atteint -5/3).

De fagon a mieux décrire I’évolution des spectres, nous avons besoin des spectres quasi-
instantanés, ce qui nécessite de choisir des petites valeurs de At. La détermination de p

est obtenue par interpolation sur la gamme 1/Ar < k < kjs et elle est donc plus bruitée
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pour des petits Ar, i.e. des petits At. On impose, un peu arbitrairement que Ar > R/2.
Cela permet de conserver au moins 80% de la gamme inertielle pour I'interpolation; nous
adaptons ensuite At & chaque ¢ pour conserver une valeur constante de Ar. La Fig. 3.4(b)
montre les résultats pour Ar = 1.5,2 et 2.5 cm. Il apparait que la pente du spectre
instantané varie d’une valeur proche de -1 & une valeur proche de -2 quand le temps varie
de 0 a T,. Au dela de t = T, la détermination de la pente devient plus dépendante de la

valeur de Ar, ce qui suggere que le spectre ne suit plus une loi de puissance.

3.5 Comparaison avec le modele de Lundgren et perspectives

Pour quantifier I’évolution de notre structure et celle proposée dans le cadre du modele de
Lundgren, nous avons commencé a nous intéresser au calcul numérique des caractéristiques
de cette structure théorique. Une particularité intéressante du modele de Lundgren est
que la forme initiale de la structure est un parametre libre, ce qui permet d’envisager des
configurations d’écoulements tres différentes.

Dans un premier temps, nous avons repris la forme d’une spirale unique proposée par
Pullin & Saffman [31, 32]. Je vous renvoie a la lecture de la publication [34], reportée en
Annexe C, ou nous développons ces calculs et présentons une comparaison avec nos résultats

expérimentaux. Les principales conclusions de cette comparaison sont

e Les deux structures, théorique et expérimentale, vivent une évolution en temps qual-
itativement comparable (la Fig. 3.5 reporte 1’évolution des champs de vorticté dans

les deux cas).

e Les valeurs des temps de construction de la cascade turbulente et les gammes inertielles

du spectre sont en accord.

43

e En revanche, les lois k7 des spectres instantanés ont des évolutions en temps “in-
verses”: la loi expérimentale p(t) décroit de -1 & -2 tandis que la loi pour la spirale
calculée numériquement évolue de -2 a -1. Bien stir, dans les deux cas, la moyenne

temporelle des spectres fait apparaitre la loi en k=5/5.

Aujourd’hui, nous pensons que la différence de comportement des lois p(t) entre notre
structure expérimentale et la spirale calculée peut étre attribuée a la condition initiale du

champ de vorticité: la langue de vorticité localisée en § = 0 pour la spirale est probablement
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Figure 3.5: Comparaison des champs de vorticité (a) mesurés par PIV dans I'expérience et (b) issus
du calcul numérique d’une spirale unique dans le modele de Lundgren (les détails sont dans [34],
reporté dans ’annexe C).

tres éloignée de notre condition initiale qui résulte de I'explosion d’un tourbillon cohérent.
Plus probablement, cette destructuration partielle du tourbillon génere-t-elle des patchs
de vorticité répartis aléatoirement autour de la zone tourbillonaire centrale. Pour tester
cette hypothese, nous reprenons les calculs des champs de vorticité w(r,t) et des spectres
instantanés F(k,t) définis dans [34] (reporté en Annexe C) et [35], avec la condition initiale

(r —1p)?

w(r,t =0) =wp exp {— p ] + wq(r), (3.1)

wq(r) est la vorticité de la zone centrale résiduelle, c’est-a-dire quasiment la vorticité du
tourbillon avant son explosion. Il apparait en effet que le tourbillon n’est que partiellement
destructuré au cours de 'explosion. Le terme supplémentaire en wp modélise la vorticité
d’un patch de largeur o, centré en r = r( [dans le calcul, et sans perdre en généralité, on

prend ro = (79,0)].

Cette condition initiale, injectée dans le modele de Lundgren conduit aux expressions

du champ de vorticité w(r,t)

wir,t)= e w(p,0,7),

y
w(p,0,7) = wolp) +4m wp e 7N i, (_ Z goﬂ) cos [n (6 — Q(p)r)] e A 0T/
ag
n>0

(3.2)
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avec p =re®? 7 = (e® —1)/a et

2/ 297
o) = alp) + 2mope 17 (<212 ) (33)

Nous étudions le comportement de cette structure en ce moment.... La Fig. 3.6 montre,
a titre d’exemple, I’évolution de la vorticité pour un jeu de parametres (wp, 7,0, wp) de

conditions initiales.

Figure 3.6: Exemple d’évolution de la vorticité dans le modele de Lundgren pour une condition
initiale en patch de vorticité décentré.

En parallele, nous effectuons des mesures par PIV du champ de vorticité expérimental
a différents moments de ’explosion. Pour localiser ces moments, les mesures de PIV sont
synchronisées a une mesure par sonde a fil chaud. Les images obtenues peuvent étre ainsi
associées a un instant du cycle d’explosion et leurs tranformées de Fourier spatiales nous
donnent acces directement aux spectres instantanés, au lieu des spectres quasi-instantanés
obtenus via I’hypothese de Taylor locale dans les mesures temporelles actuelles. Finallement,
nous envisageons d’adopter une démarche telle que celle proposée dans [36, 38|, ou les
spectres tridimensionnels sont calculés a partir des résultats de simulations des équations de
Navier-Stokes bidimensionnelles, sous I’hypothese que le champ bidimensionnel de vorticité

est soumis & un étirement dans la direction axiale.

3.6 En guise de premiere annexe

Je pose ici les premieres pierres d’une étude qu’il m’intéresserait de mener en utilisant un
code Navier-Stokes 2D. Dans un papier de 1993, Lundgren montre que le spectre d’énergie
de ses structure peut étre calculé a partir de la donnée des champs de vitesse calculés en
deux dimensions. Ce résultat est tout a fait naturel puisque la dynamique des structures de

Lundgren se réduit a une équation de vorticité 2D. Il montre que ’évolution d’une spirale
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unique calculée numériquement et analytiquement (par son modele) sont trés semblables.
Ce calcul est une validation de son modele pour des temps “intermédiaires” (le modele étant
a priori une solution asymptotique, valide aux temps longs) et il peut étre intéressant pour
nous lorsqu’une solution analytique ne peut pas étre calculée. J’indique ici mes premiers pas
vers ce type d’étude, a savoir I'implémentation du code Navier—Stokes 2D que j’ai effetué

sur Matlab et la réplique du calcul de Lundgren 93.

3.6.1 Les équations

Ow 1
On part de ’équation de la vorticité en 2D: N +(uV)w = R—Aw, ol le temps, la vitesse et
e
Pespace ont été adimentionné par, respectivement, R/Uy, Uy et R et avec Re = RUp/v. En

spectral [le passage en composantes de Fourier suppose la périodicité dans les deux directions

2
% = —%wk — N, ot NV}, est la kiéme

composante de Fourier du terme non linéaire(u.V)w. Cette équation est classiquement

d’espace = et y dans une boite (27 /N)?], on a

résolue avec un schéma ABCN, c’est-a-dire Adams—Bashforth pour le terme non linéaire
2

d’avection N et Crank—Nicolson pour le terme linéaire de diffusion £(wy) = —R—wk. La
e

bt At
méthode explicite AB s’écrit / L(w) dt = - [L(w™!) + £(w™)] , ott I'indice L indique
tn

la partie résolue pour le terme linéaire et n I'indice sur le temps (At est le pas en temps) et la

tnt1 At
méthode implicite CN s’écrit N dt = 5 [BN" — N ”_1]. Pour ’équation complete,
on a n
At At
Wt =W [LMT) = L] + S BV =N (3.4)

Le mode de calcul de N, consiste & calculer le terme non-linéaire dans ’espace réel, apres
quoi on en prend les composants de Fourier. Ce calcul est donné dans la section 3.6.2
suivante mais retenons qu’on saura calculer le terme non-linéaire au pas de temps n dés que

wy au temps n est connu. La discrétisation s’écrivant

1 At [ K?
+1 _ —1
At k? , . NPT :
avec C =1+ She la méthode a deux pas peut étre itérée des que les deux premiers pas
e

de temps sont connus. Comme dans les cas les plus naturels, seul le premier pas est connu,

on calcule le second pas comme décrit dans la section 3.6.3.
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3.6.2 Calcul du terme non linéaire

Pour ce calcul, on effectue: 1) le calcul du terme non-linéaire dans l’espace réel, 2) le
dealisasing pour eviter les composantes spectrales ajoutées par la non-linéarité. Le calcul
des composantes spectrales

ky k,

up = iﬁwk, v = —zﬁwk, (Opw)i = thgwy, (Oyw)p = ikywy, (3.6)

permet de calculer les grandeurs u, v, d,w et 9yw par FFT inverses. On calcule également les
grandeurs X associées & x: X = IFFT2 [eik"sx] ,oud =7/N(1;1), quantités qui serviront
pour le dealiasing par la méthode de phase shift. On calcule alors le terme non linéaire dans
I'espace réel 7 = u0,w + voyw, et son frere majuscule de dealiasing R = U0, + V0,42
On repasse en composantes de Fourier, avec rp = FFT2(r) et Ry, = FFT2 [R e*ik'a] , et les
numériciens [37] nous disent que le terme non linéaire dealiasé s’écrit Ny = 1 (ry, + Ry,). On
retient donc que le terme non-linéaire au pas de temps n peut étre calculé des que w; au

temps n est connu.

3.6.3 Je voudrais faire le second pas....

Bien str, les deux premiers pas de temps ne sont pas connus, seul le premier I'est. Pour
remédier & cela, on calcule le pas 1 en supposant connu le pas 0 (la condition initiale) par une

évaluation du terme non linéaire en Euler explicite (w™t! = w™ 4+ AtN™) et une évaluation

Atk?
du terme linéaire en implicite (w" ™! = W™ + ALV = " — R—w”+1). En choisissant un
e
pas de temps de At/2, on récupere la w,i au bout de deux itérations de la forme
1 At
wZH_l/Q =C (UJIT - 7./\/1?1> (3.7)

1/

. 2 . .
pour m = 0, ce qui donne w,'", puis pour m = 1/2 ce qui donne w,i.

3.6.4 Et le pas de temps ?

Je n’ai pas croisé de condition particuliere sur le pas de temps, donc si on prend une bonne
vieille condition de courant (en grandeurs dimensionnées, UyAt < Az qui nous dit qu’on
ne traverse pas plus d’une cellule dans I'espace réel en un pas de temps), on a, en variables

adimentionnées, At < Az = 27 /N dans notre boite périodique.
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3.6.5 Une premiere simulation

A titre d’exemple, je donne ci-dessous le résultat de la simulation avec, pour condition
initiale, la double spirale de Lundgren comme dans [36]. Pour comparaison, les champs de
vorticité donnés par le calcul analytique dans le modele de Lundgren sont reportés sur la

Fig. 3.7.

Figure 3.7: Comparaison des champs de vorticité obtenus, a partir d’'une double spirale [36]
avec, a droite, le code NS 2D et‘, a gauche, avec le calcul analytique dans le modele de
Lundgren.
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3.7 En guise de seconde annexe

Je donne ici quelques calculs de spectres pour des distributions classiques de vorticité. Cette
annexe est I’occasion pour moi de mettre a plat ces calculs, dont le résultat est classiquement

utilisé, mais dont il n’est pas aisé de trouver le détail [39].

3.7.1 Fonction d’autocorrélation et spectre d’énergie

La fonction d’autocorrélation d’une fonction vectorielle f, notée Cg(R) (ou R désigne le
vecteur position en 3 dimensions), est définie par

Ce(R) = / iR £(R')£(R’ + R). (3.8)

La transformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation ®¢(K) est classiquement liée a

la transformée de Fourier f(K), avec

Pe(K) = / dR C¢(R)e KR
= / dR dR’ f(R').f(R’ + R)e KR
= / dR' f(R)e'ER', / dR f(R/ + R)e K- R+R)
= [f(K),

Ce résultat, qui correspond au théoreme de Wiener-Khinchin, nous dit que la fonction

d’autocorrélation de f est simplement la transformée de Fourier inverse |f(K)|?.

Définissons I’énergie totale dans un volume V' contenant un fluide en mouvement a la

vitesse u(R): E = / dR u®(R), on peut écrire, dans I’espace spectral
v

E = /dK E(K) = /dK E(K). (3.10)

En utilisant / dR u*(R) = / dR dK' dK u(K)a(K') ¢!&-K)R — / dK' dK u(K).u(K') 6(K—

K') = [ dK|u(K)J* (qui correspond au théoréme de Parseval), on obtient les expressions
de E(K) et E(K)
E(K) = [u(K)*,

. (3.11)
E(K) = [dK K2 E(K).
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ot dK désigne I'élément d’angle solide dans l'espace des K (soit dfxdyx sinpg en co-
ordonnées sphériques). La quantité E(K) est la Densité Spectrale d’Energie (qu’on note
PSD pour Power Spectral Density), qui correspond a l’énergie contenue dans les échelles

comprises entre K et K + dK. On parle usuellement du spectre d’énergie pour la PSD.

On a ici une premiere conclusion: le calcul de la PSD E(K) peut s’effectuer en calculant

®,(K), la tranformée de Fourier de la fonction d’autocorrélation de u, puis en effectuant
E(K) = / dK K? &, (K).

Dans les exemples qui nous intéresse, I’écoulement a deux caractéristiques essentielles

e Il est caractérisé par son champ de vorticité w(R) et non par son champ de vitesse,

e Il est bidimensionnel, voir unidimensionnel pour la nappe de vorticité, et on écrira
w(R) = w(r), avec R = (r, 2) en coordonnées cylindriques (ou w(R) = w(z) pour un
champ 1D).

Tout cela n’est pas bien grave mais on voudrait disposer d’une écriture pour E(K)

adaptée a ces caractéristiques, c¢’est-a-dire en fonction d’un champ w(r) ou w(z).

3.7.2 Expression de la PSD en fonction du champ de vorticité

Remarquons que les définitions qu’on a données pour la vitesse sont valables pour la vor-
ticité, c’est-a-dire qu’on peut définir

Cw(R) = [dR' w(R).w(R+R),

Bu(K) = [ dR CLR)e ™M = [w(K) (3.12)

Ew(K) = /dK K? &y (K).

Y= K u(K)f -
[Ku(K)]2. Le terme [K.u(K)]?> = 0 puisque c’est la transformée de Fourier de V.u. 1l

On utilise maintenant w(K) = iK A u(K) pour établir que |w(K)

vient donc

Eu(K) = K? B(K), (3.13)

L’équation (3.13) permet d’utiliser le champ de vorticité pour calculer la PSD. On va
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maintenant voir comment réduire la dimension de travail de 3 a 2, puis 1, via
E(K) = / dK @ (K). (3.14)

La difficulté dans cette derniere étape est que la transformée de Fourier 3D d’un champ
défini en 2 ou 1D n’est pas défini, sauf si on introduit une fonction de coupure dans la ou les
dimensions manquantes (sans quoi le champ ne s’annule pas a U'infini dans ces directions et
on ne peut pas définir la transformée de Fourier). Par exemple, en 2D, on pourrait définir
w(R) = w(r) fo(z), avec fe(4+00) = fo(—00) = 0 et travailler avec w(K) = w(k) fe(k,). Je
donne dans la suite un autre calcul, ou on travaille plutot sur la fonction d’autocorrélation,

ce qui évite d’introduire explicitement une telle fonction de coupure.

Lorsque w(R) = w(r), soit en 2D

Lorsque le champ de vorticité est bidimensionnel, on pose donc w(R) = w(r), ou R = (r, 2)
et K= (k,k, = K cos pg), en coordonnées cyclindriques. La transformée de Fourier de la

fonction d’autocorrélation s’écrit alors

Py(K) = [ dRAR w(R).w(R+R) KR

= [ dr' dr dz d2’ w(r).w(r +1) e KTemik=2
/ ()l +x) (3.15)
L

=L (k) /dr’ dr w(r').w(r + 1) e T

= L (k) ¢pw(k)
ou on fait apparaitre la longueur L suivant z du volume considéré et la transformée de
Fourier de la fonction d’autocorrélation ¢,(k) en deux dimensions (voir remarque page

suivante).

Reprenons l'expression de E(K)

E(K) = /dK D (K)

(3.16)
— L [ dbic donc sin g 3(k) duo(K),

ou k = K sinpg (cosfg, sinfg). Changeons de variables (0x,px) — (0k,k.). On a
dfi dk, = dfk dpi K sinpg et k = \/K? — k2 (cosO, sinfk). Il vient
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(3.17)
:é /dQK buw (k),

ou cette fois k = K (cosfk, sinfg) est le vecteur d’onde en 2 dimensions et £k = K. On

peut écrire
L
Bt =5 [ don lwl]?, (318)

que l'on utilisera pour le calcul des spectres pour une vorticité dans le plan.

Remarque — La fonction 6(k,) donnée pour I = / dz e =% est un peu usurpée. Puisqu’on

borne l'intégrale [ dz’ & L (c’est I'’équivalent de la fonction de coupure), on devrait le faire
aussi pour les bornes de I, ce qui ferait apparaitre la fonction Lsinc(k,L/2). Ce n’est que
dans la limite . — oo que 'on recupere la fonction §. On retrouve bien sur ce résultat si
on décide de travailler avec une fonction de coupure f.(z), par exemple w(R) = w(r) fe(z)
avec f.(z) = I (z) la fonction rectangle de largeur L. On a alors ®w(K) = ¢y, (k.) ¢w (k),
ol ¢y, (k) = ITIL(k.)|?, au lieu du terme L§(k,) dans expression (3.15). La transformée
de Fourier de la fonction rectangle est la fonction sinus cardinale Iy, (k,) = L sinc(k,L/2).
Aussi, le terme Ld(k,) est-il remplacé par L? sinc?(k,L). Ce terme, dans l'intégrale de

(3.16) qui définit E(K), joue le méme role que la fonction §(k,) lorsque L est grand.

Lorsque w(R) = w(z), soit en 1D

On reprend le méme type de calcul que pour le cas bidimensionnel. Ici, les coordonnées
cylindriques sont utilisées a nouveau avec w(R) = w(z) et K = (kg, k). La transformée de
Fourier de la fonction d’autocorrélation s’écrit alors
dy(K) = / dR dR’ w(R)).w(R + R/) ¢ KR
= /dr dz dr' d2' w(2).w(z + 2') e ke Ttk (3.19)
= L? 8 (k) ¢w (k)

ol on a fait apparaitre la surface L? dans le plan et ¢w (k) = |w(k)|? en 1D. La fonction &

en coordonnées cylindriques s’écrit 62 (k;) = d(k,.)/(7k;).
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La PSD s’écrit

E(K) = /dK P (K)

)
=2L7? /dng sin g (k:

Puw (K),

Changeons de variables o — k., avec k, = K sinpg et k = K cos pg,

BE) =2 [k, ok 22K

K VET K2
L2

Avec, dans cette expression, K = k, on a finalement

L2

B(k) = 2

(k).

3.7.3 Exemples de calculs de PSD
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(3.20)

(3.21)

(3.22)

Je donne ici les deux exemples de spectres les plus classiques. Celui d’un tube de vorticité

(cas 2D), c’est-a-dire dans le plan une gaussienne en r, est connu pour donner une spectre

en k=1, Celui d'un feuillet de vorticité (cas 1D), c’est-a-dire une gaussienne en z, est connu

pour donner un spectre en k™2,

Spectre d’un tube de vorticité

11 suffit d’utiliser la relation (3.18) avec un champ de vorticité

T ar?
w(r) = or P (=7 |

(3.23)

qui correspond & un vortex de Biirgers axisymétrique. La transformée de Fourier de w(r)

s’écrit
wk) =— [ drw(r)e T
2w

= - x - yY
5 /dmexp( V>€ /dyexp » e .

(3.24)
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Avec /dm AT +Be _ ,/%632/(4‘4), on obtient
vk?

w(k) = Texp (—7> (3.25)

soit un spectre

BE(k) ~ r exp (— 2yk2) , (3.26)

qui correspond au résultat classique énoncé.

spectre d’une nappe de vorticité

On considere ici un champ de vorticité de la forme

FERES) o)

qui correspond a une nappe de vorticité. La relation (3.22) permet d’en calculer le spectre.

La transformée de Fourier de w(z) s’écrit simplement, avec le méme calcul que précédemment

k}2
w(k) = woexp <—VT> , (3.28)
d’ou le spectre
2 2
W 2vk

qui correspond a nouveau au résultat attendu.



Chapter 4

Propagation guidée

EN BREF:

La description de la propagation d’onde dans des guides droits ne pose en général pas de probleme: la
résolution de ’équation d’onde avec les conditions limites sur les bords du guide montrent I'existence
d’une infinité de solutions, associées a des nombres d’onde k, suivant la direction du guide. Ces
solutions sont appelées les modes du guide et elles sont caractérisées par le nombre d’onde k,, et la
forme transverse @, (y) (ot y désigne la direction transverse du guide). Lorsque k,, est réel, le mode
est dit propagatif, lorsque k,, est imaginaire, le mode est dit evanescent.

Les choses se compliquent lorsque le guide n’est plus homogene: il peut s’agir d’inhomogénéité
dans la nature du guide, par exemple lorsque, dans la direction = du guide, le matériau change de
nature, ou d’inhomogénéité de forme, c’est-a-dire lorque la section du guide n’est pas constante.
Une approche en général bien adaptée pour résoudre ces problemes est ’approche dite modale, pour
laquelle on projette la solution sur la base des modes du guide droit. Le probléme se ramene alors a la
résolution d’un probléme d’évolution suivant la direction du guide pour les coefficients de projection.

Ce type d’approche a été menée avec succes pour les guides fluidiques, pour lesquels la forme
des modes est simple. Le cas de mouvements dans le plan des guides élastiques fait apparaitre les
modes transverses, dits modes de Lamb qui sont plus délicats a manipuler. C’est probablement la
raison pour laquelle peu d’études mulitmodales ont été menées dans ce cas et, notamment, il n’y a
pas de méthode générale en multimodal proposée a ce jour pour les guides élastiques.

Vincent Pagneux et moi avons démarré cette activité, qui porte sur ’étude de de la propagation
des ondes de Lamb dans des guides inhomogenes en 2000. Vincent avait, au cours de sa these,
développé une méthode de calcul du champ acoustique dans des guides a section variable qu’il
semblait possible d’adapter au cas des ondes de Lamb. Nous avons commencé par nous intéresser
au calcul du spectre des modes de Lamb, cette premiere étape étant déja “problématique” dans la
littérature [Publication J. Acoust. Soc. Am. 110(3): 1307-1314 (2001) jointe en annexe D]. Nous

65
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nous sommes appuyés pour cela sur une méthode spectrale appliquée a 1’élasticité.

Nous avons ensuite traité le cas de guides formés d’une succession de milieux différents [Pub-
lication Proc. R. Soc. Lond. A, 458: 1913-1930, (2002) jointe en annexe E]. Cette étude nous a
permis de mettre au point un formalisme mulitmodal ad-hoc pour les ondes de Lamb dans un cas
d’importance pratique puisqu’il concerne notamment les problemes de soudures de barres. En nous
appuyant sur ce formalisme, nous avons étudié en parallele les propriétés de réciprocité, de conser-
vation de I’énergie et d’invariance par renversement du temps des ondes acoustiques ou élastiques
en utilisant la matrice de diffusion lorsque les modes evanescents sont pris en compte [Publication
J. Acoust. Soc. Am., 116:1913 (2004) jointe en annexe F].

Nous travaillons actuellement sur le probleme de guides a section variable, que je développerai

dans ce chapitre.
Ce sujet s’inscrit dans la thématique “Guides d’onde” du Groupement de Recherche US.

PUBLICATIONS SUR CE SUJET:

e V. Pagneux & A. Maurel, Determination of Lamb modes eigenvalues , J. Acoust. Soc. Am.

110(3): 1307-1314 (2001), Publication jointe en annexe D.

e V. Pagneux & A. Maurel, Lamb wave propagation in inhomogeneous elastic waveguide, Proc.

R. Soc. Lond. A, 458: 1913-1930, (2002), Publication jointe en annexe E.

e V. Pagneux & A. Maurel, Scattering Matrix properties with evanescent modes for waveguides
in fluids and solids, J. Acoust. Soc. Am., 116:1913 (2004). Publication jointe en annexe
F.

e V. Pagneux & A. Maurel, Multimodal method for Lamb waves propagation in non uniform

guide, soumis & Proc. R. Soc. Lond. A (2005).
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4.1 Introduction

Les approches modales sont en général bien adaptées pour traiter un probléme d’ondes
guidées car elles permettent de réduire le probleme a I’étude d’une équation différentielle
ordinaire qui gouverne les composantes modales, équation qui résulte de la projection sur
la base modale. C’est ce qui se passe dans les guides d’ondes fluidiques, pour lesquels les
modes prennent une forme simple [40]. Dans les guides d’onde élastiques, dans le cas de
mouvement dans le plan, les modes transverses, appelés mode de Lamb [41], sont cependant
assez délicats a manipuler et on trouve peu d’études sur les guides d’ondes élastiques qui
utilisent une approche modale. La principale difficulté provient de ’absence d’un formalisme
général. Récemment, Folguera & Harris [42] ont résolu le probleme des guides élastiques
de section lentement variables. On peut mentionner également les travaux de Gregory &

Gladwell [43] concernant le cas de la réflexion par une extrémité fixe ou libre.

Une des difficulté pour traiter les guides a section variable est liée a la divergence
numérique due aux modes evanescents. On peut étre tenté de négliger ces modes evanes-
cents mais ils sont nécessaires pour définir une méthode numérique consistante. De plus,
ils sont physiquement importants car ils contribuent au champs proche pour toutes les
inhomogénéités du guide.

Cette divergence existe également dans le cas fluidique, mais elle peut étre contournée
en introduisant la matrice impédance Z, opérateur linéaire qui relie la pression et la vitesse

dans la représentation modale [44], et qui est une généralisation de 'impédance classique.

Cet opérateur impédance est 1’équivalent de 'opérateur dit “Dirichlet to Neumann” en
mathématiques appliquées et il nous permet de poser la condition limite imposée par la con-
dition physique de radiation. Une fois la condition de radiation donnée a la sortie du guide,
la matrice impédance peut étre calculée dans tout le guide, soit en intégrant une équation
de Ricatti matricielle dans le cas de guide continiment variable [44], soit en utilisant di-

rectement des relations algébriques dans le cas de guide comportant des discontinuités [45].

Pour les modes evanescents, la matrice Z présente ’avantage d’étre sans divergence. Elle
est utilisée pour obtenir, soit les champs, par exemple de pression ou de vitesse, soit les
matrices de réflexion et de transmission du guide. Une explication heuristique qui permet
de comprendre ’absence de divergence de la matrice impédance est qu’elle représente le
rapport de la pression et de la vitesse et que ce rapport ne diverge pas quand la vitesse et

la pression divergent avec le méme décrément logarithmique, comme c’est le cas pour les
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modes evanescents.

Notre étude sur la propagation des ondes de Lamb dans les guides inhomogenes s’appuie
sur 'utilisation d’un équivalent de la matrice impédance pour la propagation élastique dans
les guides. Supposant la complétude des modes de Lamb [46], les quatre champs, composés
des deux composantes (u et v) du déplacement et des deux composantes (s et t) de la
contrainte axiale, sont projetés sur ces modes. On réunit ensuite les quatre champs en deux
paires de vecteurs X = !(u,t) et Y = !(—s,v) reliés aux vecteurs a et b par les relations

X = Zaan et Y = anYn. Ce formalisme a deux avantages: D’une part, notre

problérrTlLe vectoriel est devgnu I’équivalent du probleme scalaire dans les guides fluidiques
puisque les deux vecteurs inconnus X et Y sont exprimés en termes de deux vecteurs de
composantes a et b de la méme fagon que pour les scalaires (pression et vitesse longitudinale)
dans les guides d’onde fluidiques. Le second avantage est que la relation de biorthogonalité
de Fraser [47] montre que les vecteurs X,, et Y,, forment une base biorthogonale; aussi, les
relations de continuité qui mettent en jeu les deux composantes du vecteur X (resp. Y)
sont facilement projetées sur cette base et conduisent a des relations de continuité pour les
composantes a,, (resp. b,). La matrice impédance Z est définie par I'opérateur linéaire qui
relie b a a via la relation b = Za. Par construction, Z est égal a la matrice identité | quand
il y a seulement des ondes aller et égale a —| quand il y a seulement des ondes retour. La
matrice impédance est calculée partout dans le guide a partir de la sortie du guide ou on
écrit la condition de radiation et cela est fait sans probléme de divergence numérique. Apres
cela, les coefficients de réflexion et de transmission du guide, ainsi que les champs dans tout

le guide, peuvent étre déterminés.

Nous avons appliqué avec succes ce formalisme aux cas des guides composés d’une suc-
cession de milieux élastiques différents. Je vous renvoie, & ce propos, a la lecture de la
publication “Lamb wave propagation in inhomogeneous elastic waveguide” dans Proc. R.
Soc. Lond. A, 458: 1913-1930 (2002), jointe en annexe E. Nous travaillons depuis sur
le cas de guides a section variable (Fig. 4.1). Si le formalisme, que je présente dans ce
chapitre, se déroule bien, il nous est apparu des problemes concernant les bases utilisées qui
ne sont aujourd’hui pas résolus. Je ne rentrerai pas dans les détails de ces problemes et je
me contenterai de présenter dans le cadre de ce manuscrit des cas ad-hoc. Nous continuons

de travailler sur ce sujet pour résoudre ces difficultés !
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4.2 Position du probleme

Les modes de Lamb correspondent a des solutions des équations d’élasticité dans un guide
limité par —h < y < h avec des conditions de bords libres et dont les déplacements sont
dans le plan (z,y). La dépendance temporelle, que nous omettrons par la suite, est en

e~7_ On doit donc résoudre
—pwiw = pAw + (X + p)V(divw), (4.1)

ou p est la masse volumique, (A, ) sont les coeffcients de Lamé et w = (u, v) est le vecteur

déplacement. o désigne le tenseur des contraintes

avec
s = A0y + (A4 2u)0u

t = p(Oyu + 0yv) (4.3)
r = (A4 2u)0yv + Aoyu

Nous nous intéressons a la propagation d’ondes de Lamb dans un guide de section variable
h(z) (Fig. 4.1).

y
h(x) AKX)
X
B(x)

\/\

Figure 4.1: Géométrie typique de 1’étude

Les conditions limites sur les faces y = +h(x) s’écrivent

rlz, £h(z)] = b (2)t[x, £h(z)], (4.4)
tlz, £h(z)] = 1 (z)s[z, £h(z)] (4.5)
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ou I/(x) est la dérivée de h par rapport a x. Le formalisme que nous développons est fondé

sur 'utilisation des deux-vecteurs

< _ (u(sc,w) v (—s(w)) | (46)
t(z,y) v(z,y)

Un _Sn
x. ( <y>> v, ( (y)) | )
Ta(y) Valy)
ou Uy, Vi, Ry, S, et T), désignent les modes de Lamb usuels [41], dont les expressions sont

données en section 4.5.1. Les expressions de r (resp. R,,) n’apparaissant dans ce formalisme,

nous utilisons pour ces grandeurs les expressions suivantes

r = fis+ f23y’l), (4 8)
Rn = flSn + f28yVn7
4
avec f| = L et fo = M La décomposition modale s’écrit
A+ 2u A+ 2p
X = Zan(x)xn(y)
neN
, et (Xm|Yn) = Jndmn. (4.9)
Y = bu(2)Ya(y)
neN

h
Le produit scalaire est ici défini par (X|Y) = / (—us + tv)dy et la biorthogonalité est
h

donnée par [47] ('expression de J,, est donnée en section 4.5.2). En utilisant les symétries
des fonctions Uy, V,,, S, et T, pour la transformation k, — —k,, qui associe & un mode
aller un mode retour, on montre [45] que les coefficients a,, et b, sont reliés aux coefficients

A,, des modes aller et B,, des modes retour & travers les relations
an = A, — By, b, = A, + B,,. (4.10)

Nous avons montré dans une étude précédente (Publication [48] jointe en annexe F) que les
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équations d’élasticité s’écrivent formellement dans notre probleme

n(3)- (0 ()

et le probleme aux valeurs propres associé

“ ()=o)
ik = . (4.12)
Y, G 0/ \Y,

F et G sont des opérateurs-matrices
L — 10, 1 0
F=| 2f1y L G= (), (4.13)
flay — pw I— f23y2 —8yﬁf
et les conditions limites s’écrivent

r(z,+h) = h’2s(ac, +h),

(4.14)
t(z,£h) = h's(z,£h).

On a par ailleurs T,,(£h) = R, (£h) = 0.

4.3 Résolution du probleme par la matrice impédance

On propose ici une méthode de résolution fondée sur 1'utilisation de la matrice impédance
Z (voir aussi 'annexe E) définie comme 'opérateur qui relie les vecteurs a(z) et b(x) & une

position x le long du guide
b(z) = Z(z)a(x). (4.15)

4.3.1 Systeme différentiel sur a et b

Projetons les deux deux-vecteurs de (4.11), respectivement sur Y, et sur X,

(893X|Yn) = (FY|Yn)7 (4'16)
(a:tY|Xn) = (GY|Xn) (4'17)
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Chaque terme est calculé en utilisant (4.8) et les propriétés (4.36) et (4.51)

(0:X|Yn) = (0:Xm|Yn)am + al,6mn,

(FY[Yn) = (YIFYn) + fi [0S0 — sVal"), + f2 [00, Vi — OyoVi]"
h
= (YIFYn) + [Rn = 1Val", = ihnbrudin — [W*VaSi| b

et, de facon similaire,

(0, Y|Xn) = (0 Y m|Xn)bm + b, G,
(GX|Xn) = (X|GXn) + [tUn — Tut]" ), = iknambun + [W'UnSi)" , b

Nous obtenons un systeme différentiel vectoriel

a = Nia + Nsb,
(4.18)
b’ = Nsa + Nyb,
ou les matrices N7 a N4 sont données par
1
Ni(n,m) = —J—(&EXm\Yn),
" 1
No(n,m) = iknOmn — — [/ ()2 Vi (h) Sy (R)],
2(n.m) I @V ()] i)
Ns(n,m) = ik,0mn,
1
Ny(n,m) = J_{_(&va’Xn) + [h/(x)Un(h)Sm(h)]}-

Des expressions de ces matrices, plus agréables au sens de la programmation, sont données

en section 4.5.4.

4.3.2 Matrice impédance et solution en présence d’une source

Le systeme différentiel (4.18) établi dans la section précédente est numériquement instable a
cause de la présence des modes évanescents. Une solution pour résoudre ce probléme consiste
a utiliser la matrice impédance [44]. En utilisant la définition de la matrice impédance Z(z),

il est facile de montrer, a partir de (4.18) que Z(x) obéit a une équation de Riccati matricielle

Z'(z) = N3 + NyZ(z) — Z(2)Ny — Z(x)NoZ(x). (4.20)
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Une fois Z calculée dans tout 'espace du guide, il est possible de prendre en compte
la présence d’une source. Dans notre formalisme, il y a deux fagons de définir une source.
On peut envoyer une onde aller & partir de l'infini, ce qui correspond a poser A(zg) avec
B(z¢) = 0. On peut aussi choisir d’imposer une valeur du champ en z¢; pour bénéficier de
la relation de biorthogonalité, la valeur du champ doit correspondre a une condition mixte,
i.e. la connaissance de X ou de Y. On doit alors poser la valeur de X(zg) [respectivement
de Y(z¢)], ce qui permet de connaitre A(xg).

Dans le cas que nous considérons, ot une onde est envoyée de l'infini, il est facile de voir

que a(xg) = A(zg) [relation (4.10)]. On obtient alors, avec (4.18) et (4.20)
a'(z) = [N1 + NoZ(z)] a(z). (4.21)

En intégrant (4.21), a(z) et b(x) = Z(x)a(z) sont connus dans tout 'espace du guide et

par suite, les champs de contraintes et de déplacement sont également connus.

4.4 Quelques résultats

4.4.1 Méthode de résolution

On utilise deux méthode de résolution. La premiere consiste simplement a intégrer 1’équation
de Ricatti par une méthode de Runge-Kutta. Dans la seconde méthode, on utilise des ex-
ponentielles de matrice. Pour cela, on discrétise I'intervalle [z;; x| avec un pas dz, aux

points x,, et aux points X,, décalés de dz/2 (Fig. 4.2).

N
XNT X\ X, X, T
X X¢

Figure 4.2: Double maillages.

()= %) 6)
b’ N3 Ny b

L’équation
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N1 (Xn) Nz(X")> et exp(—N dzx) =

peut étre résolue de la fagon suivante: on évalue N(X,,) =
N3(Xn) N4(Xn)

(El(Xn) Ex(X,)
E3(Xn) E4(Xn)

) au point milieu X,, entre x,, et z,4+1. On a alors

(a(o:n+1>>:<El<Xn> E2<Xn>> <a(wn)>’ (423)
b(zn41) E3(Xn) Ea(Xn) b(zn)

qui permet de calculer

Z(n11) = [E5(Xn) + Ea(Xa)Z(@n)] [E1(Xo) + E2(X0)Z@)] ", (4.24)
avec Z(x1) = |, et la matrice de réflexion
R(zn) = [Z(2n) + 17" [Z(zn) —1]. (4.25)

Pour le calcul des flux d’énergie réfléchi F; et transmis, donnés par [45]

_ 2 Julan) | Balzn)?
Jo(xw) [Ao(zw)[?
7 2 (@) |An (1)
2
Jo(zn) [Ao(2N)|

: (4.26)

r

: (4.27)

ol les sommes sont faites sur les modes propagatifs. On reprend pour cela les relations

(4.23), écrites sous la forme

a(n) = [E1(X0) + E2(Xn) Z(e,)] " alens) (4.28)
b(2a) = [E3(X,) + Ea(X,) Z(2a)] " a(@nsn), (4.29)

ou le calcul est effectué avec n décroissant, a partir de A(zy) = (1,(0)) (le vecteur nul (0)
est de dimension N,, — 1, ou N,, est le nombre de modes), B(zy) = R(zy)A(zy), soit
a(zny) = A(zny) — B(zn) et b(zy) = A(zn) + B(zn).



4.4. QUELQUES RESULTATS 75

4.4.2 Premiere validation

Cette configuration est envisagée par Cho [49]. Elle correspond & un rétrécissement de
section dans un guide (Fig. 4.3) dont la hauteur passe de 2H = 2 mm a 2h = 1 mm sur
une longueur s variable ou pour une fréquence variable. Les caractéristiques du matériau
envisagé sont vs = 3100 m/s, v; = 6300 m/s et p = 2690 kg/m?3.

Figure 4.3: Géométrie envisagée dans [49)].

Le premier résultat comparable concerne une géométrie fixe, s = 2 mm. La fréquence
varie alors entre 0.2 et 1.4 MHz pour une onde incidente Sy. Dans cette gamme de
fréquences, un seul mode est propagatif (Sp) dans tout le guide et Cho représente le coeffi-
cient R(1,1) de la matrice de réflexion. Nous avons repris cette configuration et calculé le
flux d’énergie réfléchi Fr = |R(1,1)|?. Le résultat est illsutré en Fig. 4.4(a) et comparé a
celui de Cho.

Un autre résultat donné par Cho concerne une configuration de guide a la fréquence de
1 MHz avec s variable. La Fig. 4.4(b) montre a nouveau le flux d’énergie Fr en fonction
de s obtenu dans le calcul modal et comparé aux résultats de Cho.

Il apparait que la méthode modale est plus longue & converger pour les faibles valeurs
de s. Avec deux coins & gérer sur une distance s, la méthode modale n’est performante que
si s est suffisament grand. Pour de faibles valeurs de s, la taille des structures qu’elle fait
apparaitre en y correspond aux nombres d’onde des modes evanescents pris en compte (par

exemple, pour N, = 40 modes, 27/k; max = 0.1 mm).

4.4.3 Seconde validation

Cette seconde validation concerne une des géométries envisagées par Koshiba [50] (Fig. 4.5).

Il s’agit d’une encoche creusée dans un guide de hauteur H, d’angle d’ouverture 26 et de
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0.12 T T T T T T 0.1

0.04)

0.02f

(] 02 04 06 08 1 12 14 % 05 1 s 2 25 3
f (MHz) s (mm)

Figure 4.4: (a)Flux d’énergie réfléchi Fr en fonction de la fréquence pour la géométrie de la Fig.
4.3, avec s = 2 mm. Le calcul modal est effectué avec (—) le seul mode propagatif Sy, (..) en incluant
2 modes evanescents et (-) en incluant 19 modes evanescents. (o) indiquent les résultats de Cho,
issus de [49]. (b) Flux d’énergie réfléchi F'r en fonction de la longueur s du rétrécissement, & f =
1 MHz. Le calcul modal est effectué avec () le seul mode propagatif So, (..) en incluant 2 modes
evanescents, (-) en incluant 19 modes evanescents et (-.) en incluant 39 modes evanescents. (o)
indiquent les résultats de Cho, issus de [49].

profondeur A (les unités ne sont pas précisées).

Figure 4.5: Géométrie envisagée dans [50].

Les auteurs donnent le coefficient de réflexions en fonction de 6 pour h/H = 0.5 et 0.8
avec s = 0.31, vs = 2/ [v, = 2/2(1 — 5)/(1 — 2s) /7], p=1, H = 1, et w = 1. Dans cette

géométrie, les auteurs calculent, comme dans la géométrie précédente, le coefficient R(1,1)

pour le seul mode propagatif & cette fréquence et pour les deux valeurs h/d = 0.5 et 0.8
considérés. La valeur de tanf est le parametre de controle. Nous reportons en Fig. 4.6
la comparaison entre nos résultats et ceux issus de [50] (on choisit de représenter le flux
d’énergie réfléchi Fg, ici égal a |R(1,1)]?).

On s’attend a ce que des problémes de convergence se pose pour les faibles valeurs de

tan #, comme dans la géométrie de la section précédente.
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tan(0)

Figure 4.6: Flux d’énergie réfléchi Fr en fonction de l'angle 6 d’ouverture de ’encoche pour la
géométrie de la Fig. 4.5, avec (a) h/d = 0.5 et (b) h/d = 0.8. Le calcul modal est effectué avec
le seul mode propagatif Sy et (-.-) 2 modes evanescents, (—) 10 modes evanescents, (..) 20 modes
evanescents et (-) 40 modes evanescents. (o) indiquent les résultats de Cho, issus de [50].

4.5 En guise d’annexe

4.5.1 Relation de dispersion des modes de Lamb

La relation de dispersion pour les modes symétriques s’écrit [51]
(o2 + k%)% sinh(ay,h) cosh(Bph) — 4k2 o, By, sinh(B8,h) cosh(a,h) = 0, (4.30)

avec ay, = \/k2 — k# et 3, = /k2 — k?. Les vecteurs déplacement et contrainte axiale des

modes de Lamb s’écrivent en fonction du potentiel scalaire ¢, et du potentiel vecteur 1,

définis par

_ knonB, |k, sinh(B,h) cosh(a,h)
On(,y) —4m\/; cosh(Byh) cosh(B,y),

(4.31)
Un(z,y) = —Qiﬂn\/l;zsinh(ﬂnh) sinh(a,y).
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Nous avons donc

| kn 2k2 cosh(anh)
Up = ikndn + Oythy 7 7 oy B sinh(G,h) (k% + o2 cosh(Bul) cosh(B,y) — cos (any)> ,

20,8y, cosh(ayh)
k2 + a2 cosh(B,h)

Vi = Oy — iknty, = 2 ];—”knﬂn sinh(5,h)

n

sinh(6,y) — sinh(any)) ,

| kn ) a2 — k2 — 232 cosh(ayh)
=4u ﬁknanﬂn sinh(8,h) ( 2+ a2 cosh(Bah) cosh(Bny) + cosh(any)) ,

Ty = 1 (2ikn0y b0 + (K3 + ) )

| kn, 4k2 o B,
= 2ip ﬁﬂn(k,% + a2) sinh (B, h) (— sinh(ay,y) + ﬁ sinh(ﬂny)> .
(4.32)
4.5.2 Relation de biorthogonalité et expression de J,
La condition de biorthogonalité de Fraser [47] s’écrit
h
(Xn|Ym) = / (=UnSm + Vi Tn)dy = Jndnm, (4.33)
—h
ou J, s’exprime en fonction de ¢, et i,
h
(Xn’Yn) = M/ [’Lk‘n(ai - k?z) (¢$L - 1#121) + 2(04721 - ﬁg)%%] dy
_h (4.34)

1 [20kn (Budly — athh) — (02 + 3K2)burin] ",

et, pour les modes symétriques, on obtient I’expression de J,, sous la forme

k‘2 2 k‘2 2 —8 2 4 2 k‘2 9 2
Jn —,uiknoz%(k%—a%){sinh2(anh)sinh2(ﬁnh) ( n+an)( ntan ﬁn) ﬁn( n an):|

By, tanh (5, h) oy, tanh (o, h)
+h [—4k2 32 sinh?(8,h) + (k2 + a2)? sinh?(ay,h) | }

(4.35)
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4.5.3 Propriété des matrices F et GG

On donne dans cette section les propriétés des matrices F' et G pour deux vecteurs Zq =

(211, 212) and Zg = (291, 222). On vérifie aisément que

(FZ1|Z2) = (Z1|FZ3) + fi[z11222 — 212221]}1;1 + fa [#120y 222 — ayZIQZQQ]}ih ;

(4.36)
(GZ1|Z2) = (Z1|GZ2) + [z12201 — 211202, -

Egalement, en utilisant (4.36), on a

(FG21’Z2) = (ZIIGFZ2) + f1 [(GZl)leQ — (Gzl)22’21]]ih +

+f2[(GZ1)20y222 — 3y(GZ1)2222]]ih + [212(FZ2)1 — 211(FZ2)s)", .
(4.37)

4.5.4 Expression des matrices N;

Pour calculer (Xy,|0:Ym), on utilise (4.37) avec Z1 = Xy, et Zg = 0, Y. En prenant en
compte les conditions limites T}, (+£h) = R, (£h) = 0, on obtient

(FGXn|0:Ym) = (Xn|GFO,Ym) + i [knViOs Ry — kmUn0uTin]" . (4.38)

On utilise alors (4.8) pour établir

0: Ry, = = [WO,RA)", = [Wp?Vi]", (4.39)
0Tl = — [W0,T]", = [WiknSy + W p®Us]" (4.40)

ou [z]", désigne z(h) — 2(—h).
Avec (4.40), ’équation (4.38) devient

(K2, — k2)(Xn|02 Yon) = —2kmkin Tnbpn + [0 (K2 UnSm — ipw? (knUnUnm — knViVin))]"

(4.41)
La relation (4.41) est directement applicable pour le calcul de N4 avec m # n. Pour m = n,
le calcul est différent. La relation (4.41) est d’abord écrite pour m = n, ce qui donne k],
sous la forme

k' Ty = [B (knUnSn — ip?(U2 — V)" (4.42)

he
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On consideére alors la forme dérivée
de(FYn|Yn) =ik, J, + ik, J), (4.43)

avec

dy(FYn|Yn) = ((8IYH|FYH) ~ [VaduRa]" h) + (FYa|0:Yn) — [WiknSaUn]",

(4.44)
= 2k, (Xn|0:Yn) + [—H (ikyUnSn + pw?V2)|",
Il est maintenant suffisant de considérer (4.42), (4.43) et (4.44) pour obtenir
Ui (X2 V) = 2T}, + 1 ((3knUnSy — ipw? (U2 + V)], (4.45)

Les équations (4.41) et (4.45) permettent de calculer (X,]0;Ym). Le terme (0, Xm|Yn)
dans Nj est déduit de (X,|0,Ym) en utilisant (4.51). On obtient finalement N; et Ny sous

la forme
1 h
- {QJ’ [h’ <U Sh, —l— k: (U2+V2)>} } pour m =mn,
Ni(n,m) = ) 4Jn n —h
k2, — k2) Jn [0 (=g, UnSn + ipw® (knUnUnn — km ViV, ))] _, bour m#n,
(4.46)
1 h
~iL {QJ' [h' (U Sh + k (U2 + VQ))} } pour m =n,
Ny(n,m) = n _h
(1 (~k2UnSm + ip0? (kmUnUp — knViVi))]", pour m # n.

(4.47)

4.5.5 La condition de biorthogonalité et sa forme dérivée

L’équation (4.37) appliquée & Z; = X,, et Za = Yy, conduit a

(FGXp|Ym) = (XnlGFYm) + ikn [VaRm — RuVinl™ 4 ik [TnUnm — UnTn]™ (1.48)
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D’un autre coté, on a aussi FGX,, = —kan and GFY,, = —kfnYn. Avec les conditions
limites T}, (+£h) = R,(xh) = 0, on obtient
(kg - k?n)(Xn’Ym) = 0. (4.49)
Notre normalisation pour X, et Yy, donne
(XalYm) = Jubum, (4.50)
et sa forme dérivée

T bum = (0:Xn|Ym) + (Xnl0: Ym) + [ Xn Ym]", - (4.51)
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Chapter 5

Interaction ondes élastiques/

dislocations

EN BREF:

Le dernier theme que je développe ici concerne 1’étude de l'interaction d’une onde élastique avec
une dislocation (défaut dans un réseau cristallin). Cette étude a démarré lors de mon séjour a
Santiago du Chili en 2001 dans le cadre d’une collaboration avec Fernando Lund & la Universidad
de Chile (collaboration franco-chilienne soutenue dans le cadre de accord CNRS/CONYCIT). En
2001, Jean-Francois Mercier (SMP/ENSTA, Paris) et Denis Boyer (UNAM, Mexique) et depuis
2002, Vincent Pagneux (LAUM, Le Mans) se sont joints & nous sur différents aspects de cette étude.

Il s’agit de comprendre la nature de 'interaction entre une onde élastique et une dislocation
puis de développer un formalisme de mulitdiffusion pour décrire la propagation d’'une onde dans
un milieu contenant une distribution aléatoire de dislocations. Ce dernier permet de calculer les
caractéristiques de londe cohérente transmise par le milieu disloqué (en terme de milieu effectif),
ce qui permettra de proposer une méthode de diagnostic non destructif dans de tels milieux. Nous
avons commencé par traiter le cas de l'interaction d’ondes élastiques avec une unique dislocation
de fagon a caractériser ce diffuseur [Publication J. Acoust. Soc. Am., 115(6): 2773-2780 (2004)].
Je développerai ce cas dans la section 5.2 de ce chapitre, qui permet de comprendre la nature de
Iinteraction dynamique, tres particuliere, de 'onde avec ce diffuseur. Nous avons poursuivi cette
étude en caractérisant la multidiffusion d’une onde élastique par une distribution de dislocations
[Publication Phys. Rev. B, 70:024303 (2004), jointe en annexe GJ. Finalement, nous avons étendu
notre étude au cas ou le diffuseur n’est plus une dislocation unique mais un segment contenant une
densité linéique de dislocations, cette configuration modélisant un joint de grain dans un milieu
polycristallin. Je présenterai cette étude, en cours de rédaction, dans la section 5.3 de ce chapitre.

Nous continuons actuellement de travailler sur ce sujet, notamment sur la généralisation 3D

83
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de nos résultats 2D. Un autre aspect concerne ’étude numérique de 'interaction a 1’échelle micro-

scopique.

Ce travail s’inscrit dans la thématique “propagation en milieux complexes” du GdR US. C’est
en constatant les analogies qui existent entre les dislocations et les tourbillons que j’ai été motivée
pour organiser, avec Vincent Pagneux et Philippe Petitjeans, une école a I'Institut Scientifique de

Cargese sur le theme “Vortex: un concept général en physique” en Juillet 2004.

PUBLICATIONS SUR CE SUJET:

e A. Maurel, J.-F. Mercier & F. Lund, Scattering of an elastic wave by a single dislocation, J.

Acoust. Soc. Am., 115(6): 2773-2780 (2004).

e A. Maurel, J.-F. Mercier & F. Lund, Elastic wave propagation through a random array of

dislocations, Phys. Rev. B, 70:024303 (2004), Publication jointe en annexe G.

e A. Maurel, V. Pagneux, D. Boyer & F. Lund, Elastic wave propagation through a distribution

of dislocations, & paraitre dans Materials Science € Engineering: A. (2004).

e A. Maurel, V. Pagneux, D. Boyer & F. Lund, Propagation of elastic waves through poly-
crystals: the effect of scattering from dislocation arrays, soumis & Proc. R. Soc. Lond. A

(2005).
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5.1 Introduction

L’interaction d’une onde élastique avec des défauts de type inclusion a fait 'objet de nom-
breuses études, a partir des premiers travaux, dans les années 1950, concernant la diffusion
d’ondes acoustiques par des défauts sphériques vides, remplis de fluide ou composés d’un
matériau élastique [52, 53, 54]. Des études ultérieures ont permis de traiter le cas d’ondes en
incidence quelconque pour des cavités bidimensionnelles cylindriques [55, 56] et des cavités
tridimensionnelles sphériques [57, 58, 59] ainsi que pour des formes d’inclusions plus com-
pliquées [60, 61, 62, 63].

Les inclusions sont des obstacles statiques et 1’étude de leur interaction avec une onde
élastique a ouvert des voies vers le controle non destructif [64, 65, 66, 67, 68]. Les dislocations
sont également des défauts qui interagissent avec une onde élastique. Les dislocations coin
ont été postulées par Orowan, Polanyi et Taylor [69, 70, 71], et les dislocations vis par
Burgers [72] dans les années 30. Bien qu’elles jouent un réle central dans la compréhention
de la plasticité, il est tres difficile de mesurer leurs propriétés, 'outil classique, mais assez
lourd, restant la microscopie électronique. Est il possible de développer une technique de
diagnostic acoustique fondée sur 'interaction d’une onde avec les dislocations ? Un premier
pas dans cette direction nécessite la compréhension de l'interaction onde/dislocation, sujet

sur lequel on trouve, de fagon surprenante, peu de littérature.

Dans les années 50, Nabarro [73] étudie I'interaction d’ondes élastiques avec une dislo-
cation. Il est le premier a mentionner que la dislocation diffuse les ondes élastiques parce
qu’elle est en mouvement et que ce mouvement est lui-méme di a la présence de 'onde in-
cidente. Aussi, la descritpion du mécanisme nécessite-t-elle deux étapes: le mouvement de
la dislocation en présence d’une onde incidente doit étre connu ainsi qu’une représentation
du champ élastique généré par une dislocation en mouvement. Eshelby [74, 75] et Nabarro
[73] utilisent I’analogie électromagnétique pour traiter le probleme de la dislocation vis
en deux dimensions, ce qui conduit & un probléeme scalaire pour l'interaction avec ’onde
de cisaillement perpendiculaire au plan. Cependant, cette analogie n’est plus valide pour
des dislocations coin puisque deux vitesses, pour ’onde de cisaillement et pour 'onde de

compression, interviennent alors.
En 1961, Mura [76] obtient une représentation intégrale a partir des équations de
I’élasticité pour l'onde diffusée par une dislocation. Dans cette représentation, le mou-

vement de la dislocation apparait comme une inconnue et Mura présente, avec Kiusalaas
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[77], un calcul pour les deux cas de dislocations coin et vis en supposant un mouvement
sinusoidal quelconque. En fait, on trouve, a la fin de ce papier, I’expression de la section
totale de diffusion pour une onde élastique de cisaillement en incidence normale par rapport
au vecteur de Burgers de la dislocation. Ce résultat suppose que les auteurs ont utilisé une
équation du mouvement. Malheureusement, aucun détail de ce calcul n’est donné, notam-
ment ’équation du mouvement utilisée, les auteurs indiquant qu’ils sont trop longs pour

étre reproduits.

Plus récemment, en 1989, Lund [78] a établi I’équation du mouvement d’une dislocation
insonifiée. Ce travail permet de poser une formulation consistante pour la représentation
intégrale de Mura. En utilisant cette formulation, nous avons calculé les fonctions de diffu-
sion dans le cas 2D de dislocation vis et coin. Le premier cas conduit a un probleme scalaire
tandis que dans le second conduit a un probleme vectoriel pour des ondes polarisées. Dans
ce dernier cas, en tenant compte des conversions de modes, quatre fonctions de diffusion
sont déterminées. Nous trouvons, dans les deux cas, que la force de diffusion croit avec la
longueur d’onde. L’explication de ce comportement inusuel vient de la nature - également
inusuelle - du mécanisme d’interaction de 'onde avec ce diffuseur. Ce mécanisme differe de
celui responsable de la diffusion d’onde avec des diffuseurs statiques, tels que les inclusions,
pour lesquels on attend une force de diffusion tendant vers zéro a grande longueur d’onde.
Comme je I'ai dit précédemment, la diffusion par une dislocation résulte de 'interaction
dynamique avec 'onde incidente et il n’y a pas de raison d’attendre un résultat similaire
ici. Plutot, la force de la diffusion est liée a I’équation du mouvement en présence de ’'onde
incidente, un mouvement dont ’amplitude croit avec la longueur d’onde dans les modeles

dynamiques de [75, 78].

On peut finalement mentionner une équation du mouvement souvent utilisée et qui cor-
respond au modele du ressort amorti [79, 80, 81, 82], basé sur la formulation de Koehler
[83]. Ce modele est tres simple, ce qui permet de I'utiliser pour de nombreuses applications
et il contient sans doute la physique de l'interaction onde-dislocation. Il a été utilisé avec
succces pour l'interprétation de données expérimentales comme la mesure de 'atténuation
dans les solides. Cependant, il ne prend pas en compte toute la complexité de cette inter-
action. Par exemple, il ne permet pas de différentier entre une dislocation vis ou coin, ni
de prendre en compte les différentes polarisations de ’onde élastique. Le modele du ressort
décrit une seule dislocation, la présence de plusieurs dislocations étant simplement prise en

compte par une multiplication. Cependant, la présence de plusieurs diffuseurs sur le chemin
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de 'onde a un effet collectif en plus des effets cumulés d’un seul diffuseur: par exemple, une
distribution de diffuseurs atténue 'onde (cohérente), méme en absence de tout mécanisme

de viscosité interne.

Je présente en section 5.2 les résultats obtenus pour l'interaction d’une onde vis ou coin
avec une dislocation dans une configuration bidimensionnelle, a partir de la représentation
intégrale de Mura et I’équation du mouvement de Lund. Ce travail a été publié dans [84].
Je vous renvoie a la publication [85], jointe en annexe G, pour I'étude de la propagation
d’une onde élastique a travers une distribution aléatoire de dislocations. La section 5.3
concerne une extension de cette étude dans le cas ou le diffuseur est constitué d’un seg-
ment contenant une densité linéique de dislocations coin. Cette configuration est d’intérét
puisqu’un tel diffuseur correspond a un joint de grain et a pour application la propagation

d’ondes élastiques dans les milieux polycristallins.

5.2 Interaction d’une onde élastique avec une dislocation

5.2.1 Les équations de base

On considére une boucle de dislocation X(o,t), ou o est la coordonnée le long de la boucle L
dans I’espace a 3 dimensions avec les coordonnées courantes x = (x1, z2,x3). b est le vecteur
de Burgers qui définit la discontinuité du déplacement u: ¢ du = —b , écrit formellement
[u] = b, ou C est une courbe fermée autour de la dislocaction, orientée directement par
rapport a 7 = 0X/do (Fig. 5.1(a)).

Figure 5.1: (a) Boucle L de dislocation; on observe un saut du déplacement lorsqu’on fait le tour de
L le long de C au passage de S (b) Configuration du probleme bidimensionnel; la ligne L est portée
par o.

Un solide homogene élastique contenant une boucle de dislocation L est décrit par le
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déplacement u(x,t) et les équations de I’élastodynamique s’écrivent

8—2u<(xt)—c~» > () =0, avecles C.L. [uils = b | on;| =0
Patg L\ Z]klaxjaxkul X, — Y V e Us Sty — Y CZJklaxkn] S(t)_ .

Cijkl = A0k + 1 (0ikdj1 + 0;1051) sont les constantes élastiques, avec (A, u) les coefficients

de Lamé et p la densité. En utilisant la fonction de Green de I'espace libre a 3 dimensions
G0(3D)

2 2
pa—GQ(?’D) (x—x,t—t)— cijleG?(?’D) (x—x',t—t)=06(x—x")o(t —t')oim,
a$ja$k m

le déplacement u;, associé al’onde diffusée est écrit sous forme d une représentation intégrale

(x,t) = b; /dt / ,oX oG (x—x',t—t) — cijklﬁkG?m(x -xt—1)].
S(t!)

(x,t) ngkl//( dr'dsS byny, iGO(?’D)( —x',t—1t). (5.1)
S(t)

ou n est le vecteur unitaire normal a la surface de discontinuité pour le déplacement
S(t) dépendant du temps puisque la ligne de dislocation que définit X(o,t) bouge. La

dérivée temporelle de cette expression est prise par Mura [76] en utilisant dsS ny =
AS

€knh 7{ do XnThAt', ou AS est 'incrément de S(t') pour un incrément de temps At’. La

L
vitesse v, = u;, satisfait la représentation intégrale

0
v (x,t) = 5 uy, (%, 1) —bejnh/dt 7{95(7&/ do X, {pX oG — ngkla’szm]

= Ejnhcijklbi/dt% dO’XnThakGlm
a8 (1)

VS (X, 1) = €xnnCiiht / 7{ dt'do len(g,t’)Th(g)aiaﬁﬁD) [x — X(o,t'),t —t].  (5.3)
L Ty

L’obtention des équations (5.1-5.3) est détaillée dans la petite annexe en section (5.2.5).

En deux dimensions, la vitesse de 'onde diffusée par la dislocation X(t) dans le plan
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(1, x2) avec T = O3 prend la forme

. 0
v (x,t) = ekncijkl/dt’ len(t’)a—G?m [x — X(¢),t —t'],
Ly
ou € = €3 et GO = f da3 GOBD ) est la fonction de Green en deux dimensions. Dans le

domaine fréquentiel, on a finalement

0

0
— G A4
ax] Zm(x7 CU), (5 )

v (X, w) = Ekncz‘jkllen(w)
ott GO [x — X(t'),t — t'] a été pris, & I'ordre dominant par rapport & Pamplitude X (¢), égal
aGox,t —t).

Une méthode pour trouver I’équation du mouvement est donnée par Lund [78]. La
méthode est basée sur une formulation Lagrangienne des équations d’élasticité. Dans la
suite, on considere le cas bidimensionel d’une ligne de dislocation le long de 'axe x3 et on

suppose son mouvement subsonique X < a, 3, ot a = +/(A+2u)/p et B =+/p/p sont les
vitesses des ondes de cisaillement et de compression. Le principe variationnel s’écrit

0 (oL
ot <8—Xa> = €abbiXip, (5.5)

0
ou X = cibkl%uk est le tenseur des contraintes (X;;, est pris a 'endroit de la dislocation)

!
et L est la densité de Lagrangien

mG2 X2 ) B X2 . (b LA X) »
L= bn( 5>+b 2077 =g U+ ) |+~ (177
pub?
m = p 52 ln— est une masse effective par unité de longueur, b et b, indiquent les

composantes de b respectivement parallele et perpendiculaire a la ligne de dislocation et
v = a/f; § et e représentent respectivement une longueur intégrale et une longueur de
coupure. L’équation (5.5) permet de relier le mouvement de la dislocation a 'onde se

propageant dans le milieu élastique, de sorte que le systeme (5.4-5.5) est consistant.
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5.2.2 Cas d’une dislocation vis

Une dislocation vis correspond & une configuration ou le vecteur de Burgers est parallele a

la ligne de dislocation b; = bd;3 [Fig. 5.2(a)]. L’équation (5.4) prend la forme

9 o
3xaG (x,w), (5.6)

0 (%, w) = pibeay Xy (w)

ot v désigne v3 et G = GY; est la fonction de Green scalaire pour 'onde de cisaillement.

Notons que le cas anti-plan correspond au cas scalaire de 'interaction de 'onde de cisaille-

ment parallele anti-plane avec la dislocation vis. Comme nous I'avons dit, la représentation

intégrale doit étre complétée par une loi donnant le mouvement de la dislocation X(w).

Dans le cas de la dislocation vis, (5.5) s’écrit, dans la premiére approximation de Born
ou'ne

mXy(t) = —pbere—— [X (1), 1].

C

A Pordre dominant par rapport a la petite amplitude X(¢), cette expression devient, dans

le domaine fréquentiel,
Xp(w) = == epe—=——(0,w). (5.7)
x

Les équations (5.6) et (5.7) conduisent finalement &

,u2b2 8,Uinc
mw? 0z,

(0,w) 0 GO (x,w). (5.8)

vi(x,w) = B

A la distance z loin de la dislocation, la fonction de diffusion f(6,) est définie par la
iz /f—1)
NZ
plane de pulsation Q et d’amplitude unité v""°(x,t) = U= /B=1) avec 0, = (Oz1,x). En

utilisant le comportement asymptotique de la fonction de Green GO (x,w) = %Hél) (wzx/f),
m

dépendance angulaire de 'onde diffusée v*(x,t) = f(6.) pour une onde incidente

I’équation (5.8) permet de calculer

Mb2 €i7r/4

f(0z) = " om 0P

cos 0. (5.9)

La section de diffusion o est le flux d’énergie de 1'onde diffusée et la section totale ot est
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la somme de 0® et du flux d’énergie absorbé. On obtient

M2b4
T 8m2053
2 A
ol = 2% %ﬁf(())e_”rﬂl] ,

en accord avec Kiusalaa et Mura [77] (& désigne la partie imaginaire). Notons que le
comportement de la fonction de diffusion en fonction de €2, déja observé par Nabarro [73],
n’est pas usuel puisqu’il indique que la force du diffuseur croit avec la longueur d’onde. Je

reviendrai sur ce comportement dans la section 5.2.4.

Q

inc
X2

inc)

Figure 5.2: (a) Onde de cisaillement se propageant suivant ’axe x; (vitesse v*™¢) sur une dislocation
vis caractérisée par le vecteur de Burgers b suivant o; (b) Onde acoustique (associée au potentiel
scalaire ¢™¢) et onde de cisaillement (associée au potentiel vecteur ¥"¢) se propageant sur une
dislocation coin, caractérisée par le vecteur de Burgers b dans le plan (z1,z2).

5.2.3 Cas d’une dislocation coin

Dans le cas vectoriel de la dislocation coin, on choisit de travailler avec les potentiels scalaire

(p) et vecteur (1)
v=Vp+Vx1, (5.11)

avec ¥ = (0,0,). L’onde incidente est décrite par ses potentiels

QOWLC(X, t) _ Aaeza(xl cos —x3 sin 9)67192

’l,[)mc(X,t) _ Aﬁei%(xl cos 0—xo sin@)efiQt. (512)
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Loin de la dislocation, les potentiels diffusés ° et ¥° s’écrivent

@S(X7t) = [faa(ex)Aa + fa,@(ex)A/@] 6\/55 e—iﬂt’
V¥ (x,t) = [f3a(02)Aa + f35(02)Ag)] €7 it (5.13)

NG

ou la fonction de diffusion f,;, avec a,b = «, 3, caractérise I'onde a résultant de ’onde

incidente b.

Le cas plan correspond & l'interaction d’une dislocation coin avec les ondes dans le plan
se propageant aux vitesses « et [ [Fig. 5.2(b)]. On se restreint au cas de la dislocation coin
glissante (gliding edge), pour laquelle la ligne de dislocation bouge suivant la direction du

vecteur de Burgers.

Le mouvement X(t) de la dislocation le long de I’axe x1 lorsqu’elle est soumise au champ

de déplacement de 'onde incidente est donnée par (5.5) dans [78]
m 1+ X(t) = 245D, (5.14)

Dans la premieére approximation de Born, X(w) peut étre exprimé comme une fonction des

potentiels incidents, a I'ordre dominant, et on obtient dans le domaine fréquentiel

cos 260
32

. 2 1
X(w) = b [sm 20

5 ¢"(0,w) +

(0, w)} . (5.15)

mw?

La vitesse de 'onde diffusée peut étre exprimée en utilisant I’équation (5.4)

s - 0 0
vh (x,w) = —buX (w) [@G?m(x,w) + 8—561Ggm(x,w)] , (5.16)

ou, de facon équivalente, en terme de potentiels diffusés, en utilisant

S

o = —i% [cos(8, — 0)vf (x,w) + sin(6, — 0)v§(x,w)],

P = zg [—sin(f; — 0)v](x,w) + cos(6, — O)vs(x,w)] . (5.17)

Comme dans le cas scalaire, on utilise la forme asymptotique de G°(x,w) pour trouver les
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expressions des potentiels diffusés loin des diffuseurs. Les fonctions de diffusion s’écrivent

pb? e N
aa 99: = S =\ 20 2(91 — 20 s
faa(bz) om Vorood \a sin 26 sin( )
b2 i /4
fag(0y) = EZ_° cos 20 sin(20, — 20),

2m V2rQasd

Nb2 eim/4 3 2 .
) = ————|— 260 20, — 20),
Foa(02) o o7 (o) 20 oo )
,ub2 €i7r/4
0,) = ———————cos20 cos(20, — 20). 5.18
fpp(0:) om o T ( ) (5.18)

Les formes des fonctions de diffusion sont données sur la Fig. 5.3.

270 270

Figure 5.3: formes des fonctions de diffusion pour la diffusion par une dislocation coin; les fleches
indiquent la direction du vecteur de Burgers b et les traits pleins la direction de I’onde incidente.
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Les sections de diffusion sont définies comme dans le cas scalaire
1 ub?\? 1 BN [ A, Ag\?
O'S:m (%> E 1"‘? Sln29¥+(§0829§ )
T
1 2T As 27 A%
Ut = A {2% Q faa(o)zae Zﬂ—/4> + 2% ( Tfﬁ[@(o)_ﬁe Zﬂ—/4

fas(0) | f5a(O)\ [27 _izsa| | _
(B0 1 )

L’expression de o® est en accord avec [77], ou les auteurs effectuent le calcul dans le cas

particulier A, =0, § = 7/2.

5.2.4 Une petite conclusion

La diffusion par une dislocation est le résultat de I'interaction tres particuliere d’une onde
élastique avec une dislocation. En plus de la diffusion par le coeur de la dislocation, 'onde
incidente provoque le mouvement de la dislocation, ce qui produit I’émission d’une onde
secondaire. C’est ce mécanisme que nous étudions. La dislocation bougeant avec une am-
plitude proportionnelle a la fréquence de 'onde incidente, on trouve que la force de diffusion
croit avec la longueur d’onde (la section de diffusion est proportionnelle & Q~1). Nous avons
pu traiter le cas vectoriel de 'interaction des ondes élastiques avec une dislocation coin et
c’est la premiere fois, & notre connaissance, que le calcul complet est mené.

Tres récemment, des travaux expérimentaux [88, 89, 90] montrent des images d’une
onde diffusée par une dislocation dans le LiNbOj3 grace a des images par rayons X. Une
comparaison avec ces résultats expérimentaux serait tres instructive mais elle nécessite d’en
extraire des informations quantitatives qui ne sont pas disponibles a ce jour.

L’extension naturelle de cette étude porte sur la modification des caractéristiques de
la propagation d’onde en présence de nombreuses dislocations. Cette étude thérorique est
présentée dans la publication jointe en annexe G. Nous envisageons également de met-
tre au point une expérience dans laquelle on mesurerait les modifications des fréquences
de résonnance en présence de tels diffuseurs afin de confronter nos calculs a la réalité
expérimentale.

Finalement, on s’intéresse a la diffusion par le coeur de la dislocation, i.e. la diffusion

due a la microstructure au voisinage de la dislocation. On a déja dit que cette diffusion tend
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vers zéro a grandes longueurs d’onde (une discussion sur ce mécanisme peut étre trouvée
dans [73] qui évalue la section de diffusion de l'ordre de b%§2/3). Parce que grande signifie
grande comparée a la taille du coeur - de 'ordre de b -, les situations usuelles sont toujours
dans une gamme A\ > b. Cependant, si l'intérét est dans cette description, on doit faire
attention a une description, & cette échelle, en terme de milieu continu et une meilleure
description est probablement a chercher dans un modele atomique, comme cela est fait, par

exemple numériquement, dans [91, 92]. Nous travaillons actuellement a cet aspect.

5.2.5 Une petite annexe

Je reporte ici 'obention des représentations intégrales (5.1) pour le déplacement u}, (x,t) et
(5.3) pour la vitesse vi, (x,t). Le paragraphe est probablement plus long qu’il ne le mérite
mais il me permet de consigner des relations qui, si elles sont évidentes parfois, me sont

précieuses a garder au propre....

Quelques relations géométriques pour les nuls...

Mon probleme ici est d’établir les relations suivantes:

D avhxt) = / av 2 hix 1) + / dSiwih(x, 1), (5.19)
dt Jy ) v Ot av (1)
4 dS;h;(x,t) :/ dSighi(X,t) + emh}{ dow,phi(x,t). (5.20)
dt Jsq) s Ot a5(t)

Commengons par la premiere relation. On a

d 1
= avhxt) =—
0ty VN = 5

1
- { /V VGt 20) = b )] + /A ) th(x,t)}

1 0
= — dVh(x,t —l—/ dV —h(x,t),
At /AV () V(t) ot (1)

ou AV est la variation de volume V (t) pendant At [Fig. 5.4(a)]. Considérons ’élément de

/ AVh(x,t + At) — / AV h(x, 1)
V(t+At) V()

surface dS sur le bord de V(). Le volume qu’il décrit lorsqu’il se déplace de wA¢ pendant
At [Fig. 5.4(b)] est un cylindre de volume dhdS, avec dh = w;n;At. Sommer sur ces

volumes, c’est donc sommer sur dV = / dSw;n;At, d’ou on tire la premiere relation
AV S(t)
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souhaitée.

V(t+At)

(a) ds

Figure 5.4: (a) Volume décrit par la surface S(t) pendant At & la vitesse w, (b) Volume élémentaire
décrit par la surface dS pendant At a la vitesse w.

d

Faisons de méme pour la seconde relation. On a
— dS;h;(x,t) = —
dt Js 1) =&

/ dSZhZ(X, t+ At) — / dSZhZ(X, t)]
S(t+At) S(t)
1

0
= — dS;hi(x,t +/ dS;—hi(x,1),
At /AS bt s@ Ot o

ou AS est la variation de surface S(t) pendant At [Fig. 5.5(a)]. Considérons le segment

do sur le bord de S(t), orienté par le vecteur unitaire 7. La surface qu’il décrit lorsqu’il
se déplace de wAt pendant At [Fig. 5.5(b)] est un parallélogramme de surface dhdo, avec
dhn; = €;j,w;TAt, avec n le vecteur unitaire normal au plan du parallélogramme. Sommer

sur ces surfaces, ¢’est donc sommer sur ds; = doe;ipw; AL, d’ol on tire la relation
) i igkWiTk )
s 1e10)

A
souhaitée.
wd

AL K

do
do

[ L/ — 3
dh
(b)

Figure 5.5: (a) Surface décrit par le contour pendant At a la vitesse w, (b) Surface élémentaire
décrite par le segment do pendant At a la vitesse w.

En intégrant les relations (5.20) en temps (entre —oo et 00), et si la fonction h(x,t) [ou

hi(x,t)] s’annule aux temps infinis, on a

0= /dt/ v hx, 1) +/dt/ dS;wih(x, 1), (5.23)
vy Ot oV (1)

0= /dt/ dSith(x,t) —|—emh/dt% downmhhi(x,1). (5.24)
sw Ot as(1)
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Représentation intégrale pour le déplacement

Revenons a nos représentations intégrales. Je reprends les équations d’onde

0? 0? Oy
P o i ui(x,t) — cijklwul(x,t) =0, avecles C.L. [uflsw) = bi, [[Cijklﬁ—xknj]]s(t) =0,
b 6D ey e OG0 i = sk — X6 — )6,
8t2G (x —x',t—1) c”klaxjﬁkalm(x X, t—1)=0(x—x)I(t —t')im,

(3D) par G°. On multiplie la premiére équation

oll, par simplicité d’écriture, j’ai remplacé G
par GY (x —x',t —t') et la seconde par u;(x’,#') et on intégre en temps et en espace sur un
volume V(t') tel que OV(t') = Se U S(t'), ol Seo est le bord extérieur renvoyé a l'infini et
S(t') 1a surface qui s’appuie sur la boucle de dislocation. Plus correctement, on peut définir
ST(t') et S™(t') deux surfaces qui prennent en sandwich S(¢'), St qui entoure la ligne de

dislocation comme le bord de V. Le lien entre ces surfaces porte sur la condition de saut, a

/8 g 15RO = /S s 500 = /S ) (5.25)

pour une fonction qui s’annule sur S, ce qui sera toujours le cas. On obtient la représentation

savoir

intégrale

(x,t) = p/dt'/ V [0peui(X )G (x — Xt — 1)) — 02 GO (x — Xt — )y (X, 1)]
V()

—Cijkl / dt / /k/ul(x t)G (X X t - t ) a*/k/G?m(X - X/, t— t/)ui(x/, t/)] .
t/

Deux intégrales a traiter.... c’est parti | La seconde est plus simple, il suffit d’utiliser
fv avo,f = fav dS;f. Allons-y

/ AV [0 w Gy, — Oy Gopui] = / AV oy [OpwGY,, — O G
V(') V(')
= de [8k/ulG?m — 8k/G?muZ]
V)
= —b; / dS;0n G, = b; / dS;OkGh,
S(t) S(t)
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Pour la premiere intégrale, on utilise la relation (5.23) avec h = dyu; G — Oy G u; (c’est

la fonction de Green et sa dérivée temporelle qui s’annulent aux temps infinis). On a alors

/ dt' / " = [0hwiGY,, — 0 G u] = — / dt’ /a ( )dSJXj (001G, = Oy Gy ui]
V() v

= b, / dt’ / dS; X;04GY ..
S(t)
Avec, par ailleurs,

/ dt’ / dV% [0y GYyy — Op Gy / dt’ / V [0 w;GYy — 02 GO ]
V(') ()

on a finalement

/dt / 8t/2uz im 8t/2GlmuZ = b /dt / dS X 8,5/sz
V(t') S(t)

La représentation intégrale s’écrit donc

(x,t) = b; /dt' /S(t, ,oX 8t/G L (x — X, t—t)—cz]klakGlm( —-xt—t)].

. . oLz s
Représentation intégrale pour v},

On dérive simplement par rapport au temps la représentation intégrale précédente

0

Eufn(x, ) = / dt’/ s dS; O pX-at/G?m(x — %' t —t) — cijrOk Gl (x — X/t — t’)}

= —b; /dt'/ ds; 8t/ pX 8t/G L (x—x t—t)—ngklakGlm(X x/ t—t)]
t/
On utilise alors simplement la relation (5.24), avec hj = {pX OpGY — cijklﬁkG?m]

B . .
Up (X, ) = Euin(xat) = biEjnh/dt' }ésw doXnTh [pXjat’G?m - CijklakG?m]

= ejnhcijklbi dt daanhﬁkG?m
a8 (1)
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5.3 Propagation d’une onde élastique dans un polycristal

L’objectif de notre travail en cours est de décrire la propagation cohérente d’une onde
élastique a travers un polycristal. On se limite au cas ou le polycristal est composé d’un seul
type d’atomes, c’est-a-dire que les grains présentent les mémes caractéristiques élastiques
mais ont des orientations cristallines différentes. Dans ce cas, le joint de grain, c’est-a-dire
la frontiere entre deux grains, peut étre vue comme un segment £, de longueur L, portant
une densité linéique pr de dislocation. Le joint de grain est représenté sur la Fig. 5.6.
En deux dimensions, les vecteurs de Burgers b sur £ sont dans le plan perpendiculaire a
leur ligne de dislocation [en pointillé sur la Fig. 5.6(a) et (b)] et dans ce plan, ils sont

perpendiculaires a L.

Figure 5.6: (a) dislocation coin caractérisée par son vecteur de Burgers b et sa ligne de dislocation
en pointillé. L’étude 2D se fait dans le plan perpendiculaire a la ligne de dislocation. (b) frontiere
L portant une densité py de dislocations coin caractérisées par leur vecteur de Burgers b et leurs
lignes de dislocation en pointillé. (c) Configuration typique du joint de grain et détermination du
vecteur de Burgers — (d) joint de grain décrit dans le cadre de notre étude.

5.3.1 Le formalisme employé

Nous avons, pour cette étude, modifié le mode de calcul et développé une technique beau-
coup plus simple & manipuler. L’idée est d’écrire les fonctions de Green (G)(k), dans
le milieu contenant une distribution aléatoire de diffuseurs dans le référentiel local lié au
vecteur d’onde k. Dans ce référentiel (G)(k) s’écrit (G)o(k), ot (G)o(k) est diagonal et ne
dépend que du module k de k. Ainsi, si « désigne I'angle que fait le vecteur e; avec k, on

a (G)(k) = Ry (G)o(k) R_q, out R, désigne la matrice rotation d’angle a.
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Cela se fait pour la fonction de Green en milieu libre

. k2 — k2 4+ (72 — Dk?sina —(y2 = 1)k%sinacosa
G'k) =
( (k? = kg)(y?h? — k) 2 2 2 _ 12 2 2 2
—(v* = 1)k*sinacosa  k* — ki + (v* — 1)k* cos” «
= R, GY(k) R_,,
avec
Go(k) = [91(0)] + g2(0) P2,
1 1 v -1 ¢ 0 0
et g1(q) = 5 ———, 92(q) = et P, = est le
=z — kg M) = @ —A@-k) 7 o1

projecteur sur ez. Avec

ou X (k) est Popérateur de masse qui décrit U'influence des diffuseurs, notre objectif est de

mettre la fonction de Green modifiée sous la forme

(G)(k) = Ro [(G)71(k) — Zo(k)] " R (5.35)

Ceci étant fait, on est assuré que (G)o(k) est diagonal, le premier terme de la diagonale
décrivant le comportement de 'onde « et le second terme de la diagonale décrivant le com-

portement de 'onde §. Il suffit alors de calculer les vecteurs d’onde modifiés correspondant.

5.3.2 Le potentiel associé a un joint de grain

Dans une étude précédente (Publication [85], jointe en annexe G), on a exprimé le potentiel
V1 associé & une dislocation coin dans le référentiel local lié au vecteur de Burgers d’une
dislocation. On rappelle que le potentiel apparait dans le terme de droite de ’équation
d’onde pour les deux ondes longitudinale « et transverse § dans le plan d’étude. Soit v la

dérivée du vecteur déplacement de 'onde, on a

82 2

x,t) — Cijklmvl(x7t) = ﬂ%@}(x)vj(x,t), (5.36)

gl
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et, dans le référentiel local lié a la dislocation (O,t,n) (avec b = b t et n la direction

perpendiculaire), 'operateur V! s’écrit simplement

1 Mb2 an
(Viv)p = W(anvt + Opvn) 1x 5 I(x —X), (5.37)
i

0 0
ot la notation J,vx désigne 8—U(X) On introduit la matrice J = (1
a

d’écrire I'opérateur V! dans le référentiel local, avec (V1v), = Vi vi sous la forme

1
O) . Ceci permet

pb?
Vi = WJVLé(x - X)'Vix J. (5.38)

Ici, 'V 1 x désigne Popérateur qui agit sur une fonction f de x de la fagon suivante: *Vx f(x) =

("Vi)(X).

Figure 5.7: Définition des angles et des deux référentiels, le référentiel local 1ié & la dislocation
(O, t,n) et le référentiel absolu (O, e1, e2).

Dans un référentiel fixe (O,eq,ez), tel que 6 = ((;,\b), on obtient simplement, par

changement de référentiel,

pub?

vi= — Vié(x — X) 'Vix Fy, (5.39)

ou V! désigne le potentiel dans le référentiel fixe et avec Fy = RgJR_g = RogJ = JR_oy.

Pour le segment L, formé de N = p;, L dislocations, on a

b2
V= # pL/EdXFg Vé(x —Y) 'Vy Fp, (5.40)
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ouY =X, + X, avec X, le centre de £ et X oriente suivant £ (Fig. 5.8).

!
n g |
24 12 | '
I b
| 0_ K
LT o
X B
Y
0 \e1 !
L

Figure 5.8: Définition des angles et des référentiels pour le segment £

5.3.3 Calcul de 'opérateur de masse

Pour calculer 'opérateur de masse ¥, on part de sa définition [85]
Y(k) = %/dxdx'e_ik'xE(x,X')eik'x/ (5.41)
avec
B(x,x) = (V(x))d(x — x') + (V)G (x = x)V'(x)) = (V!(x))G"(x = x)(V!(x'))

V! est le potentiel total pour la distribution de diffuseurs (ici les segments £). On peut

montrer qu’a 'ordre 1 et 2 (pour une faible diffusion), on a

Yik) = % /dx df dX e~ kxy (x)ekx,
(5.43)
Hal) = % /dx dx' df dX e”™ ¥V (%)GO(x — x/)V (x')eX.

On cherche maintenant a exprimer l'opérateur de masse sous la forme

S(k) = Ra So(k) R_q. (5.44)
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Je donne en guise d’annexe dans la section 5.3.7 les calculs de 'opérateur de masse a ’ordre

1 et a l'ordre 2. On obtient, avec les relations (5.72) et (5.84), finalement

20(k) = Lpnb® o <1 0>+i<“”32)2 L+9" K 4o <Il(k°/”) 0 ) (5.45)

2 Muw? 0 1 16 \ Mw? ¥ n 0 I(ko)
ou
1 . .
Li(k) = m/ df dBsin®20 [cos® 28 f(koL/v,kL,0,B) +~*sin28 f(koL,kL,0,5)],

1
L(k) = m/ df dp cos® 20 [cos® 283 f(koL/v,kL,0,B) +~*sin®28 f(koL,kL,0,5)],
sont des facteurs de forme pour L, avec
f(qL,kL,8,3) = sinc? [(kLsin@ — qLsin 8)/2],

et o on a posé M = N b (N = pr, L est le nombre de dislocations portées par un joint de
grain L), qui correspond au vecteur de Burgers total porté par la ligne £ et M = N m, qui

correspond & sa masse totale. On remarque que

e A lordre 1, la réponse du joint de grain est la méme que celle d'une dislocation de
vecteur de Burgers B et de masse M, c’est-a-dire que 'onde cohérente se comporte

comme si la ligne £ était une unique dislocation.

e A lordre 2, 'organisation en ligne des dislocations apparait, via les fonctions de forme
11, relative a 'onde de compression «, et Io, relative a 'onde de cisaillement 3. A
grandes longueurs d’onde (kg — 0), les fonctions de forme I;(ko/v) et Iz(ko) tendent
vers 1 et on retrouve le résultat obtenu pour une seule dislocation, a condition a
nouveau de considérer le vecteur de Burgers B = Nb total porté par la ligne £ et sa

masse totale M = Nb.

5.3.4 Calculs des nombres d’onde effectifs
Les nombres d’onde effectifs sont les poles de la fonction de Green modifiée

1

(G)o(k) = ((GG) ™" (k) — So(k)) . (5.48)
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Avec

21.2 1.2
(G~ (k) = (7 ko K k22k3>’ (5.49)

et en utilisant (5.45), on obtient les nombres d’onde effectifs ky/y — K, et kg — Kg

ko 1 unB?> 1+~* (unB? 2 Kk}
K,= 2 — - 20 1, (k
“ 0% [ +4fy2 Ma? 3296 \ Mw? ) n 1(ko/)]

(5.50)

Ks= ko

1 unB%  14+~* [unB2\? k2
e et e b L 50 1y (ko) | -
4 Muw? 3294 \ Mw? n

5.3.5 Comportement de la vitesse et de ’attenuation

nB?
On pose pour simplifier € = '?\4—2 ~ (kOLC)*2 < 1 le petit parametre, avec m ~ pb® et
w

L. =1/v/nN. La modification de la vitesse v = w/K est donnée par

g [1 * W] |
(5.51)

1
RN U —
vg ’Uﬂ|: + (2]{30_[/0)2 5

c’est-a~dire que la vitesse est d’autant plus modifiée que la longueur d’onde est grande, ce
qu’on avait déja pour une distribution de dislocations coin . La longueur d’atténuation est

donnée par la partie imaginaire du nombre d’onde

7
Aa _ 32’y . ,IC(]LC LC,
14+~% Li(koL/v)

(5.52)
_329° koL
7T 149t L(koL) ¢

Les comportements des longueurs d’atténuation sont donnés sur la Fig. 5.9.
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Figure 5.9: Variations de A, Ag (on a pris v = 1.4) en fonction de koL.

5.3.6 Fonctions de diffusion d’un joint de grain

Pour le calcul des fonctions de diffusion, on reprend ’expression du potentiel

B2
V(X) = ]'L\LJ—WQ PL /EdX F90 V(S(X — X) tV|X Fgo,

Si v® désigne le champ diffusé par £, on a, dans la premiere approximation de Born,
vi(x,t) =p /dt’ dx' GO(x —x/,t —t') V(X)v'"™ (X', t).

Soit une onde incidente, composée d’une onde de compression d’amplitude A, et d’une
onde de cisaillement d’amplitude Ag. Dans le cas fluide, on prend usuellement une am-
plitude unité. Ici, avec deux directions de polarisation, on doit introduire ces coefficients

d’amplitude pour rester en toute généralité. On écrit donc la vitesse de 'onde incidente
Vinc _ (Aa e1 eikoxl/'y +Aﬁ e eikoxl) efiﬂt’

et on cherche la forme de 'onde diffusée par le joint de grain. On traite la partie en Ag,,

c’est-a~dire la réponse du joint a une onde incidente de compression et on étendra le résultat
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a la partie en Ag. On a

pLI?b? o
5 Ao /dt' e~ /dx’ / dX GO(x —x',t —t') Fp, V'§(x' — X)
mw L

. ’
X (tvgx Fy, e el’ml/w)

vi(x,t) =

= BLET Y, / d’ e~ / dx’ / dX GO(x —x/ .t —t) Fy, V'§(x' = X)
L

ik
X —0 el F9 el €Zk0X1/’Y>
i

Le terme entre parentheése est un scalaire. Par ailleurs, le terme / dx’ Go(x —x't -
t') Fy, V'6(x’ —X) est integré en utilisant la propriété ' [ MV f = — [ 'V M f (pour une

matrice M et un scalaire f), ce qui donne

2p? o L
tva(x,t): _PLK A, /dt/ efzﬂt /dX <Z_0 e F9 e elkoXl/’y)
L

mw? v

x/dx’ WG (x—x,t—t) Fp)d(x' —X)

2p? o L
tVZ(X,t) - PLH . Ag /dtl e—th /dX <@70 tel FG ey e zkoX1/'y>
L

mw

x 'V / dx't(GO(X—x',t—t') Fy,) 6(x' — X)

2b2 v k
— leu Aa /dt/ e—ZQt /dX <’L 0 tel F@ e eZk0X1/7>
L y

mw?
x 'WH(G(x— X, t —t) Fy,)
pLi’b? it iko ¢ iko X
= D) Aa /dt/ 67Z t /dX <— €1 Fg e] e Z 0 1/’Y>
mw c Y

x 'V Fp, 'GO(x — X, t — ).
A T'ordre dominant, on a X ~ X Ry, ez, indépendant du temps. On reconnait un produit

de convolution, soit f(t) = /dt’ gt —t) ft') — f(w) = g(w) f(w) et

t.s pLH2b2 ’ijo tkoX1/v ) t t ~0
v, (x,w) = — Aq LdX - te; Fy,er e V Fp, "G (x — X,w) d(w — ).
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On passe dans le référentiel local lié & x avec § = (€1,X), cest-a-dire qu'on a G%(x,w)

Ry GY(r,w) R_y avec GY(z,w) diagonale (donc égale & sa transposée) et indépendant de

6. On a par ailleurs v¥ = Ry v et 'V = 'V R_y. Dans le référentiel local, on a

simplement 'v§ = (vg : UE) suivant la tangente et la normale a la direction d’observation.

Avec ey Fy, e; = —sin 26y, il vient
iko pLMQbQ . ikoX sin 0 t
Vi (xw) Ry = TN w2 Aq sin 26y /EdX e~k Xsinbo/v tg, R4 Fy,

x ! (Rg GY(|x — X|,w) R_g) O(w—Q)

ik 2b2 . .
= _OPLET A sin26, / dxX XN Ry Fy,
L

v mw?

X Ry GY(|x — X|,w) 6(w — Q) R_yg,

soit

ko pru2b? N
e (w) = — 2 PR A, sin26, / dX e~HhoXsinbo/y 7, (R,g Fy, Rg)
Yoomw L

xGY(|x — X|,w) d(w — Q).

On remarque maintenant que le gradient est appliqué a une fonction qui ne dépend que du

1
module de x — X, donc 'V = X ((961 - X1); (a9 — Xg)) Ox—x|- Dans le référentiel
X

_X|

local, on est dans la direction de la tangente t (référentiel local (0,t,n)). Aussi, on consideére

x> X et on ne garde des termes en ¢ = x/X que dans le terme de phase (la phase de G)

car on veut I'ordre dominant en z. On a donc donc 'V, ~ (1; 0) 8‘X_X| =t 8|X_X‘. On

7 S
obtient VoL

ik 2b2 . .
ip(xw) = o pLi 5~ Ao sin 26y / dx e—zkoXsm%/’Y( 't Ry(g,-0) J)
vomw c

X Ox—x| Gy (|x = X],w) 6(w — Q)

ik puptt?

= A, sin 26, / dX e thoXsinbo/y (— sin2(6y — 0); cos2(6y — «9))
L

v omw?
x B GY([% — X, ) 6(w — ).
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En repassant en temporel, on obtient

272 . . in2(6p — 0) x| G2 - X|,Q ;
vgl L(th) — 'LpLH 2 Aa @ Sin 290 / dX eflk()X sm@o/'y S ( 0 ) |X X‘ 0,1(|X | ) e—zﬂt'
’ M& c —c0s2(p — 0) Ix—x|Goo(1x — X[, Q)

On recupere 'autre morceau (en Ag). Les différences sont: e le scalaire est cette fois
ey Fp, €2 = cos20y (au lieu de —sin26y) et e le premier gradient fait sortir un iky. On a
donc

pLub?

vir(x,t) =1 A kzocosQHO/
,B,L( ) MQQ 6 .

Ix o—tkoX sindo [ —s2(00 —0) Fpex) G (e = X[V o
cos 2(6p — 0) 8‘X_X|G872(|X - X[, Q)

Reprenons la forme de vg, 1(x,t). On prend maintenant les formes asymptotiques de fonc-

tions de Green.

ik in/4  iko|x—X|/v
02 Sin2(90—0)220/’y e 36 R
VZ,L(X7 t) — zpﬁQQ Aa70 sin 200 / dx e—ikoX sin g /v H(Lk(;/z/;g(g{y ez\k/o||§f_X\ | e—iﬂt
L
—cos2(6y —0)

20 27k \/Jx — X

Avecx = Ry e1 et X = Ry, ez, ona [x—X|? = (ac le1 R_p— X tey R,go) (x Rge1 — X Ry, e2) =
?+ X% —zX ( e; Rg,_pe2+'ex R_ (9,0 el) =224+ X2 +2sin(6y — ). Avec X/z < 1,
ona |x—X|~z+ Xsin(fy — 0) et

eik|fo\ etkz oikX sin(6p—0)

x—X| @
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L/2 .
Avec, par ailleurs, / dX €'"“* = L sinc(aL/2), on obtient finalement
—L/2

s ,l,Lb2 :ICO k(] i .
Va,L(X’t) = WAQ 7\} %6 /4 Sln200

eik:o:v/'y—iﬂt
—77572 sin2(6y — ) sinc[koL/2(sin y — sin(6y — 6)) /]
X eikoz—isit ;
cos2(6y — 0) 5 sinc[koL/2(sin 0/ — sin(by — 6))]
x

s 'ubQ ko /4
vip(x,t) = m/lg ko 7. cos 26y

eikox/'yfiﬂt
77572 sin2(y — ) sinc[koL/2(sin o — sin(fo — 0)/7)]

X oikoT—i2t
—cos2(0y — ) 7 sinc [koL/2(sin 6y — sin(6y — 9))]
On en déduit les fonctions de diffusion
2 1 .
faa() = -5 ]/\?92% o sin2(60p — 0) sin 26y sinc[koL/2(sin Oy — sin(f — 0)) /7] 1/ k;—fje”/‘l,
,ub2 ko . . . . ko i /4
f8a(0) = INE cos 2(6y — 0) sin 26, sinc[koL/2(sin 6y/y — sin(6y — 0))] 1/ 2 ¢ /4

) = P L 080 — 8 cos 26, sinclkoL/2(sin 6 — sin(8y — 6 Ko/ im/a
faﬁ() T OMO2 0$Sln(0— )COS OSIHC[O /(Slﬂ o—Sln(o— )/V)] 76 )

,ub2 . . . ko im/4
fas(0) = ~ SR ko cos2(fp — 0) cos 26y sinc[koL/2(sin 6y — sin(fp — 6))]1/ € (/ . |
5.68

dont les formes sont données, pour différentes valeurs de koL sur la Fig. 5.3.6.
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(C) k‘oL =10
@f
180 0
(© fy,
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Figure 5.10: Formes des fonctions de diffusion d’un joint de grain (représenté en trait plein) portant

une densité linéique de dislocations coin (toutes les dislocations sont orientées comme indiquées par
la fleche). L’onde incidente est orientée suivant la direction 6 = 0.
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5.3.7 En guise d’annexes
Calcul de 'opérateur de masse a ’ordre 1

On reprend 'expression de ¥y

> (k) dx df dX. e” "XV (x)ex

n
T2y
n ,ub2

—tk.x o t ik.x
b n T pL/dx a9 ch/LdXe F (v&(x Y) 'Vy Fpe )

_ o prL / dx df dX / dx (e_ik'ng Vi(x — Y)) i'k Fpe™Y
21V mw? “Je

n o ub?

==L / dx df dX. / dX e % X[y ikd(x — Y) i’k Fye'®Y
2mY mw r

n  pb? —ikY t k.Y
:———QPL/deXC/dXe T Fy k 'k Fpe™
2rY mw c

n ub? npr L pb?
97V mw? Pt

/de Fy k 'k F,.

2T muw?

/deXC/dXngthgz—
L

Aveck =k R, e, on a

v? L
B0 = 0 e [0y Raen ey R
ub? npp Lo
=3 o k do R(ggfa) J P J R—(297a)
ub? npp Lo
= —— k" [ d9 Riag_) P2 R_(29—0)

En changeant de variable 8 — 6 — «, on obtient

b2 L b2 L 10
1(k) :Ra< B s kQ/deRwPQR_w)Ra:Ra (—“— %kz?( >>Ra

mw? mw? 0 1

Posons M = pr, L b, le vecteur de Burgers total porté par la ligne £ et M = pp, L m, sa
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masse totale. On écrit %Y sous la forme

1 unB? 10
29 (k) =—§’ﬁw2k2< ) (5.72)

01

A Tordre 1, l'opérateur de masse pour un joint de grain a la méme expression que celle
) p J p q

qu’on aurait pour une seule dislocation de vecteur de Burgers B et de masse M.

Calcul de 'opérateur de masse a ’ordre 2

Reprenons de méme ’expression de l'opérateur de masse a 'ordre 2
Yo(k) = % /dX dx' df dX.. e_ik'xV(x)GO(X — X/)V(x/)eik'xl,
T

Développons le calcul
ub? \* np?
Yok) = (11— | L& [ dxadx' dfdX, / dX / dXx’
mw2 27TV L L
A t L,
x e KXF, Vi(x — Y) 'y Fy GO(x —x') Fy V'§(x' — Y) ( Uiy Fp e )
X Fy V'§(x' —Y') itk Fy e®Y'

2\ 2 2
_ (b "PL dx dx' df dX.dq [ dX [ dX’
2 3
mw (2m)3Y C C

x e Xy Vi(x — Y) (ita By GU(a)e' Y0 ) By VIo(x' = Y) itk Fy &Y'

2 2

pub? npy, ' / / !

= dx dx’ df dX. d X X
(mw2> (2m)3Y xax q r d r d

X (e—ik-XFe Vo(x — Y)) itq Fy GO(q)eiaY (e—iq-X’ Fy V'6(x — Y')) ik Fy Y’

2 2
pub* npy / ' / / /
= dx dx' df dX,. d dX
(muﬂ) (2m)3V xax q r r X

X (e_ik'ng ik 6(x — Y)) itq Fy GO(q)e'dY (e‘iq'x/ Fyiqo(x' — Y’)) itk Fp e'kY'

pb? ’ npy kY t 0 .Y —iq.Y'
— I _—ik. q. —1q.
<mw2> Ry df dX. dq/LdX /EdX e Fyk'q Fy G'(q)e'T e

x Fy qtk Fy eik.Y’
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2 2
pb? npy, / / / t 0 t i(k—q)(Y'-Y)
Yo(k) = df dX. d dX | dX Fypk F, F, k F d

On remarque que ce qui est entre accolade est un scalaire, que Y — Y = X — X’ est

independant de X, ce qui donne

2

pb®> \* npi

mw? 2m)3
(

On utilise alors les égalités suivantes

So(k) = < / d9 dq Fp k 'k Fy {'q Fy G°(q) Fy q} / dx / dX'eik-a)(X'-X)
L L

o Fy k'kFy = Ry {k’Ryg_o)P2R_39—0)} R—a,

o 'q FyG (@) Fy a = ¢* "e1R_(5_9) [91(9)] + 92(q) P2] Ras—g) €1,
L (k — q)(X/ — X) = ,IC(X - X/) tel Rg_ae2 - q(X - X’) tel R,(ﬁ,g)ez.

On pose alors les changements de variables 8§ — 6 —a et § — 3 — 6, ce qui permet d’écrire

2\ 2 n 2
S (k) —(ﬁf}) Egi? /d@qdqdﬁ

X Ro {k*RogP2R_29} R_oq® 'e1R_25191(q)] + 92(q)P2] Rag e f(kL,qL,0,p),

avec

dX [ dX'
f(qL,kL,6,3) :/ET /5 7 oxp (ik(X — X') 'e1 Rgez —iq(X — X') 'e1 R_gez)

= sinc? ((kLsin 0 — qLsin 3)/2) .

Posons momentanément h(¢L) = f(¢L,kL,0,3), on a

b2 2 LQk‘Q
=) = (£w2> n(p(;r))3 /dedﬂ{R%PQR_QG}

x telszﬁ{f dq ¢* h(qL) [g1()] + gz(q)Pz]} Rys e1

La matrice entre accolade est évaluée de la facon suivante: on prend la partie imaginaire

des intégrales de la forme / dq ¢* h(qL)g1(q), ol la fonction gi(¢) comporte une fonc-

tion de coupure pour ¢ > 1/b [85]. On obtient M = /dq ¢ hqL) [g1(q)T + g2(q) Pa] =
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ink¢ (h(koL/7) 0
24 0 ~Ah(koL)
entre accolade est une matrice. On peut les calculer, ce qui conduit a

2 : :
S0(k) — Z.<Ml)2) n(pLL)2k2 kg/ 40 dﬁ( sin? 260 —s1n2900s29>

mw? 16y4n2 — sin 26 cos 260 cos? 20

x (h(koL/v) cos?2B + y*h(koL) sin®23).

). Le terme encadré par ‘e; et e; est un scalaire et le terme

0
B 0 ([ pb? ? n(prL)?* 1+~ o o (Li(k) J(k)
23 (k) _Z(moﬂ) 6 A Koo k) Lk))’
avec
I(k) = ﬁ/ df dBsin®20 {cos*28 f(koL/v,kL,0,5) +~"sin?28 f(koL,kL,0,3)}
Lk) = ﬁ/ df dp cos® 20 {cos*28 f(koL/v,kL,0,8) +~"sin*28 f(koL,kL,0,5)},
J (k) S / df df cos20sin20 (cos® 28 h(koL/v) +~*sin®28 h(koL)) .
(1 + %)

J est nul par parité. Alors, les intégrales de I; renvoit a la modification de &g/~ et on prend
k = ko/~. I renvoit a la modification de kg et on prend k = ky. Finalement, en reprenant

les expressions de M et B, on obtient I'expression de 'opérateur de masse a ’ordre 2

. 2
(k) = = pnB2NT 1490 kg o (Llko/7) 0 ) (5.84)
2 16 \ Mw? ¥ oon 0 (ko)
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Appendix A

S. Manneville, A. Maurel, P. Roux & M. Fink, “Characterization of a large vortex
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